Aufgabe 1:
In einen Behalter fliel3t von oben Wasser hinein. Durch ein kleines Loch im Boden flief3t
gleichzeitig Wasser aus. Zum Zeitpunkt t in Sekunden befinden sich g(t) Liter Wasser im

1
Behalter. Dies wird mit der Gleichung g(t) =100 —100e 200" mit t > 0 beschrieben.
(a) Berechne den Anfangsbestand, d. h. der Bestand zum Zeitpunkt t = 0 sowie den Bestand
zu den Zeitpunkten t; =40 s und t, =5min. Zeige allgemein, dal3 die Wassermenge im

Behalter streng monoton zunimmt. Um was fiir eine Wachstum handelt es sich hier?
Begriinde!

Welches Volumen muf3 der Behalter mindestens haben, damit kein Wasser tUberlauft?
Begriinde!

Wie lange dauert es, bis 95 % des Endbestandes erreicht werden?

(b) Nach welcher Zeit betragt der Zuwachs der Wassermenge weniger als 0,00lé?
Zwischen g und g’ besteht eine fur alle t >0 gultige Gleichung der Form: g'(t)=a-+b-g(t)

1
Berechne mithilfe der gegebenen Fillfunktion g(t) =100 —100e 20" mit t>0 die

Konstanten a und b.
Welche Bedeutung haben diese Konstanten fur den Flllvorgang des Behélters? Begrinde!

Losung:
1

g(t) = 100 —100e 20" mit t>0

14
g'(t)= %e 2000 > 0 = streng monoton wachsend

gt)=G-Ge ™ mitc>0,t>0

—ct

g'(t)= Gce ~ >0 = streng monoton wachsend
>0 >0
In unserem Beispiel gilt: G =100, ¢ = -1~

200
Die erste Ableitung gibt den Zuwachs an, der bei der gewéhlten Funktion maximal % betragt.

(a) Der Anfangsbestand
9(0)=0
Der Bestand nach 40s
9(40)=18.13l
Der Bestand nach 5min bzw. 300s
g(300) = 77,69l
Es qilt:
g'(t) = k(G —g(t)) mit G=100,k = %
und somit handelt es sich um beschrénktes Wachstum.
Der Maximalwert (Endbestand) betragt
tIim g(t)=G =1001 Das Fassungsvermdgen sollte mindestens 100l sein.
—>0

95% des Endbestands sind 95I
g(t) =95

1

100 -100e 200" =95

__1
e 20 =005
t=-200-In0,05 = 599s

© 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor

1 © j. gilg 04 g%



(b) Der Zuwachs soll geringer sein als 0,001%
g'(t) < 0,001

1
le 20" <0001

t>-200-In0,002 ~1443s
Es soll gelten: g'(t)=a+b-g(t)
Gee @ =a+b(G-Ge ™ )=a+Gb-Ghe™ = a=Gc,b=-c
=0 =Gc

Fir unser Beispiel sind die Konstanten: a=21 und b = -5~
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Aufgabe 2:
Die von einer Schimmelpilzkultur in Abhangigkeit von der Zeit t (in Stunden) bedeckte Flache (in

ag
a+(g-a)e”

cmz) l&Rt sich durch eine Funktion A beschreiben mit A(t) = mit te R,c>0.

ct

Zur Zeit t =0 sind 0,90 cm? Flache bedeckt, zur Zeit t = 3 genau 8,50 cm?. Fur sehr grof3e t

nahert sich der Inhalt der Flache seinem Grenzwert 19 cm?.
(a) Bestimme aus diesen Angaben die Parameter a, ¢ und g auf zwei Dezimalen genau.

(b) Zu welchem Zeitpunkt t” betrug die Flache 0,01 cm??
(c) Um welche Art von Wachstum handelt es sich hier? Gib eine Art von Differentialgleichung
an, die dieses Wachstum beschreibt und erklare die verwendeten Variablen.

LOsung:
A(t) = ad mit teR,c >0
a+(g—a)e ™
—ct
A'(t) =agc (g-aje 5
(a+(g-a)e™)

(a) Bestimmung der Parameter a, g, C:
A0)=09 < a9 09 < a=09 istder Anfangswert

a+(g-a)
limA(t)=19 < g=19 istder Grenzwert
t—o
Mit diesen beiden Werten lautet die Funktionsgleichung: A(t) = 17l
09+181.e™®
A(3)=85
171 -85
09+181.e°¢
¢ =—3In(51 % -0,9)) ~ 0,93 ist die Wachstumskonstante
Die vollstandige Funktionsgleichung lautet: A(t) = 171
09+181-e 29t
(b) A(t)=0,01
171 __o01
09+181-e 093t
* 1 (171 -
[ ——@In(m(m—o,g))~ 4,9h
c) Bei dieser Art von Wachstum gilt: A'(t) = kA(t)(g— A(t
(c) Bei di A Wach ilt: A'(t) =kA(t)lg - A(t)
Die allgemeine Gleichung eingesetzt ergibt:
_ ya—Ct
age (g-a)e =k ag 9- ag
(a+(g—-a)e™ ) a+(g-a)e " a+(g-a)e™
agc @-e" _ ag ga+(g-aje )-ag
(a+(g-a)e™? a+(g-a)e™ a+(g-ae™
_ —ct _ —ct
agc (9-a)e > = kag2 (g-aje > = k = < fur unser Beispiel k ~ 0,049
(a+(g-a)e™) (a+(g-a)e™) ?
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Aufgabe 3:

Der Algenteppich eines Sees mit 10000 m? Wasseroberflache betragt zu Beobachtungsbeginn

95 m?. Die Algenflache nimmt taglich um 17 % zu.

(a) Bestimme die Gleichung fur das Algenwachstum.

(b) Wie grof3 ist die Algenflache nach 20 Tagen?

(c) Nach wievielen Tagen ist der See vollig mit Algen zugewuchert?

(d) Nach wievielen Tagen ist der Algenteppich 10-mal so grol3 wie zu Beobachtungsbeginn?

(e) Ab welchem Zeitpunkt ist der Algenzuwachs grof3er als 500 m2?

Losung:

@) f(t)=95-(117)! =95 (7)Yt = 95.e0157t mitt>0

f'(t) = 14,915 - 017
(b) f(20)=95-(117)%° ~ 2195 m?

(c) f(t)=10000
95.e%1%"t — 10000

__1 10000 .,
t= 0,157In 95 ~ 29,66 Tage

(d) f(t) =950
95.e%157t _ 950

__1 ~
t= 0,1?In 10 ~ 14,67 Tage

(e) f'(t) > 500
14,915 -e%%7t 5 500

1 500
t> 0]1?In 4915 ~ 2237 Tage
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Aufgabe 4:
Bei der Abklihlung von warmem Wasser in einer Umgebung mit der Temperatur y; wird die

Wassertemperatur y,, (in Grad Celsius) zum Zeitpunkt t (in Minuten seit Beobachtungsbeginn)

beschrieben durch y, (1) =y, +a-e 2% mit t>0,aeR.

Warmes Wasser von 60 °C kuhlt sich zunachst 15 Minuten lang bei der Zimmertemperatur 20
°C ab. Anschlie3end wir dieses Wasser in einen Kuhlschrank mit 5 °C gestellt.

Wie lange dauert es, bis sich das Wasser von 60 °C auf 30 °C abgekuhlt hat?

Nach welcher Zeit hatte man das Wasser in den Kihlschrank stellen missen, damit es bereits
nach 25 Minuten die Temperatur 30 °C hat?

LOsung:
Bei Zimmertemperatur y, =20 °C wird die Abkuhlung beschrieben durch:
yw (t) =20 +a-e %0 yw (0) = 60 = a = 40

y () = 20 + 40e 0035t
yw (15) = 20 + 40e 20315 — 437°C
Bei der anschlieRenden Abkuhlung im Kihlschrank y; =5 °C qilt:
yo () =5+a" e 0038 yiy (0)=437 =>a" =387

yoy (€)= 543870035t
Die Zeit bis sich das Wasser im Kiuihlschrank von 43,7 °C auf 30 °C abgekunhlt hat:

yw(t)=30
54+387.0005 _30
In-22
o387 1248
— 0,035

Die Gesamtzeit fur das Abkthlen des Wassers von 60 °C auf 30 °C betragt:
t=15+12,48 = 27,48 Minuten

Bei Zimmertemperatur y,; =20 °C wird die Abkuhlung beschrieben durch:
yw () = 20 + 40e 7003

Bei der anschlieenden Abkuhlung im Kuhlschrank y, =5 °C gilt:
yw(t')=5+a" e 0030

Das Wasser wird nach der Zeit t = t; in den Kuhlschrank gestellt, somit muf3 gelten:
ywO@) =yw(t;)) = a =15+40.e00%n

hieraus ergibt sich die fir die Abkihlung im Kuhlschrank:

Bei der anschlieRenden Abkihlung im Kihlschrank y; =5 °C qilt:

Yo () = 5+ (15 + 40 - e 00351y e 0035t _ £ 1500035t | 4a=0035(ty+t")
Es sei nun t; die Zeit, die das Wasser im Kihlschrank bleibt. Die Gesamtzeit der Abkiihlung auf

30 °C soll 25 Minuten betragen, also t; +t; = 25
Bei der anschlieBenden Abkuhlung im Kihlschrank y; =5 °C qilt:

yw (t1) =30 = 5+15e003% | 407003525 _ 30 — t; ~ 168
t, =25-168 =82

Man hatte das Wasser nach 8,2 Minuten in den Kihlschrank stellen miissen, damit es nach 25
Minuten auf 30 °C abgekunhlt wird.
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Aufgabe 5:

Das radioaktive Isotop des Kohlenstoffs 14C zerfallt mit einer Halbwertszeit von t, =5730
2

Jahren. Fur lebendige Organismen nehmen Kohlenstoff 12¢ aus der Atmosphéare auf. (Das
Verhaltnis des stabilen *2C und des radioaktiven Isotops ¢ in der Atmosphare ist nahezu
konstant.) Stirbt ein Organismus ab, so wird kein 14C mehr aufgenommen, wahrend das
vorhandene weiterhin zerfallt. Die Gleichung f(t) = a-e M mitk > 0,te R beschreibt die Masse

(in mg) der nach der Zeit t (in Jahren) noch vorhandenen 14¢c -Atome.

(a) Bei Beobachtungsbeginn sind 2,3 mg des Isotops 14¢ in einem zu untersuchenden
Praparat enthalten. Wieviel mg 14¢ sind nach 310 Jahren noch vorhanden? Wie viel mg
14¢ sind nach 1300 Jahren zerfallen?

(b) Nach wie vielen Jahren sind noch 1,5 mg **C in dem Praparat enthalten?

(c) Wie altist das Praparat, wenn die 2,3 mg e zu Beobachtungsbeginn gerade mal 37 %
des urspriinglichen Gesamtgehalts an **C waren?

LOsung:
(a) Halbwertszeit t
2

f(t;) = 11(0)

Kty
2 -1
ae 2=3a

k=-—=~0,00012
Ly

2
Der Anfangsbestand ist:
f(0) =23
a=23
Die Masse der zerfallenen *C -Atome wird durch folgende Gleichung beschrieben:
f(t) -23. e—0,00012t
Die Masse mj;, der nach 310 Jahren noch vorhandenen:
M3yo = f(310)
Mago = 2,38 000012310 _ 555 mg
Die Masse m;3qo der nach 1300 Jahren bereits zerfallenen:

Mys00 = f(0) —f(1300) = 2,3(1— e 900121300y » 933 mg

(b) f(t)=15
237000012t _ g
_ 1 15y .
t=- 300012 In(2—3) ~ 3562 Jahre

(c) 2,3 mg sind 37 % des Gesamtgehalts.
2,3 X 100%

= = x=23
37% 100% 37%

Die Gleichung hierfir lautet: g(t) = 6,22¢ ~%.00012t
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Es waren also zu Beginn

~ 6,22 mg
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