Nullstellen

Aufgabe

Fir jedes t > 0 ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = --x* + x2 — 3t mit x € R.
Ihr Schaubild sei K;. Untersuche K; auf Symmetrie, Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen, Extrem- und Wendepunkte.

Zeige: Fur t4,t2 € R* und t; # f2 haben die zugehodrigen Schaubilder keinen Punkt
gemeinsam.

Losung

fi(x) = 2-x* +x2 — 2tmitx € R

fi(x) = 2x3 + 2x

fi(x) = 2x2+2

00 = 2x

Symmetrie

fi(—x) = 2(=x)* + (-x)2 — 2t = fi(x) = Achsensymmetrie bezlglich der y-Achse.
Schnittpunkt mit der y-Achse

x=0

f:(0) = —%t = S,(0/ - %t)

Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen)
fi(x) = 0 mit der Substitution x> = z folgt:

%22+z—%t=0:z1,2=_1i— “11+3:>z1 =t (z2 =-3f),dat>0

t
X12 = £/t
Extremwerte
notwendige Bedingung:
fi(x) = 0
X($x2+2) =0
%r_/

>0
x3=0=Ff(0)=2>0= f0) = —%t = T(O/—%t)
Wendepunkte
notwendige Bedingung:
fix) =0
5x2+2=0
%{_/

>0
hat keine Losung, das Schaubild somit keine Wendepunkte.
Nachweis flur eventuelle Schnittpunkte mit t1 + t, und t4,f, € R*
f1‘1 (X) = ftz(x)
(g~ z)X = 5t —12) = 0
3 X = 2t - ) | (- t)

——x*= -3 keine Lésung
112

>0

Aufgabe

Fir jedes t > 0 ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = 2x® — tx2 + 1t2x mit x € R. lhr
Schaubild sei K;. Untersuche K; auf gemeinsame Punkte mit den Koordinatenachsen,
Hoch-, Tief- und Wendepunkte.
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Lésung

fi(x) = +x® —tx2 + Lt2x

fi(x) = 3x2 - 2tx + L2

fi(x) = 3x -2t

fi'(x) = 3 # 0 hinreichende Bedingung fir Wendepunkt erfillt
Berechnung der Nullstellen f;(x) = 0

X3 —tx?+ Tt2x = 0

X(4x2 —tx+1t2) = 0

X1=0
t+ Jt2 -2
X23 = ———— =t

Berechnung der Koordinaten der Extremwerte f;(x) = 0
3x2 - 2tx+ 12 = 0

vy, _ 2% A3

3
X3 =+ =fE)=-t<0= () = Z6 > HIIEE)
Xs=t=>Ff) =t>0= i) =0 = T(0)
Berechnung der Koordinaten des Wendepunkts f{(x) = 0
3x-2t=0

Xs = 2t = fi(21) = 85 = WEH4t)

Aufgabe ,
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %
Bestimme den maximalen Definitionsbereich. Bestimme die Nullstellen des Schaubilds

von f.

mit x € Dr.

Lésung
Bestimmung des maximalen Definitionsbereichs:
x*—4x? =0
x2(x2-4)=0
=0
X12 = Dy = RI{0;+2}
X34 = £2
Bestimmung der Nullstellen:
x2+5x+6 =0

-5+ J25-24
X56 = 2
X5 = -3
X = -2
Aufgabe 2
, 16t , v _ X(x° — £°)
Es seibfi(x) = W mit x € R, t > 0 gegeben. Zeige: f{ (x) = 192t 2T

Untersuche f; auf Symmetrie, Asymptoten, Nullstellen, Extrema, Wendepunkte. (Auf die
hinreichende Bedingung fur einen Wendepunkt kann verzichtet werden.)

Losung

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



fi(x) = 16t—=2—=mitx e R, t > 0

( 2 t2)2
s o 2
Fi(X) = 16t(32X ;;gs
—B6x(X? + 12)3 — 3(x? + 12)22x(-3x? + 1?) x(x? —t
fl(x) = 1 - 192
1) = 16t 1 )8 e ey

Symmetrie

fi(—x) = —f«(x)

Das Schaubild ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
Asymptoten

Zahlergrad ist kleiner als Nennergrad
= y = 0 ist waagrechte Asymptote.
Bestimmung der Nullstellen fi(x) = 0
X1 = 0

Bestimmung der Extrema

fix) = 0

3x?+t2 =0

X23 = +L/3

F(LJ3) = -2B < 0= f(Ly3) = 2

12815
Wegen Punktsymmetrie zum Ursprung folgt

H(J_/

Bestimmung der Wendepunkte f{(x) = 0
x(x2-1) =0
x4 = 0 = £(0) = 0 = W(0/0)
Xsp = *t = f(t) = —2 = Wa(tl5 4y wegen Punktsymmetrie W (~t/ —

Aufgabe
Es sei f(x) = —2e?* + 6e* — 4 gegeben. Bestimme die Nullstellen.

Losung

Substitution e = z

—2722+6z-4=0
_ 6+ ./36 32
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Schnittpunkte, (orthogonale Schnittpunkte),

gemeinsame Punkte, Beruhrpunkte

Aufgabe

Gegeben ist die Funktion fi(x) = (t — e¥)? mit t € R. Welche Bedingungen mussen t und
t* erfillen, damit sich die zugehoérigen Schaubilder schneiden? Welche Schaubilder
schneiden sich auf der y-Achse? Gibt es Schaubilder, die sich auf der y-Achse
orthogonal schneiden?

Losung:

fi(x) = t2 — 2te* + e

fi(x) = —2te* + 2%

Wahle

txt*=>t-t*+0

und schneide die beiden Schaubilder, nachdem die Funktionsgleichung ausmultipliziert
ist

fi(x) = fr(X)

(2 —t2)-2(t-t)ex =0

(t-t)(t+t)-2(t-t)e*x =0 | D (t-t)

eX = LT(t+t) = x=Ink(t+1t)

Dieser x-Wert existiert nur, wenn gilt

t+t*>0

Damit sich die Schaubilder auf der y-Achse schneiden, muss gelten
x=0

In %(t+ t*) =0

t+t* =2

Damit sich die zugehorigen Schaubilder auf der y-Achse orthogonal schneiden muss
zusatzlich gelten:

f(0) - f-(0) = -1

(-2t + 2)(-2t* + 2) = -1

Mit der Voraussetzung

t+t* =2 =t = 2 - tfolgt

(-2t+2)(-22-t) +2) = -1

(-2t+2)(2t-2) = 1

—2t-2)2 = 1
2t—2 = +1

t1 Z%:tT:%
t2=%3t§=%

Fir diese Werte von t und t* schneiden sich die Schaubilder auf der y-Achse orthogonal.

Aufgabe

Fir jedes t € R\{0} ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = +x3 — tx? + Lt2x mit

X € R.

Welche Beziehung muss zwischen t1 und t, (1 # t2) bestehen, damit sich die Kurven
Kt, und Kt, im Ursprung berihren?

Losung
fi(x) = +x3 —tx2 + Tt2x

* © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



fi(x) = 3x2 — 2tx + 112

Damit sich die beiden Schaubilder im Ursprung berihren muss gelten
f,(0) = f,(0) A f,(0) = £,(0)

ft,(0) = f,(0) >0=0

dies ist immer erfullt.

f(0) = f,(0) = (5 -18) =0 = L (t1 —t2)(t1 +12) = 0

t1 = tp oder t1 = —to

Aufgabe
Es seien f(x) = —35x® + 2x und pa(x) = ax? + Lx, mit a € R* gegeben. Welche Parabel
pa berihrt die Kurve von f?

Losung
f(x) = —a5x3 + 2x
f(x) = —5x2+2

pa(x) = ax? + Lx, mita € R*

pL(x) = 2ax + <

Damit sich die beiden Schaubilder berihren muss gelten
f(x) = pa(x) AF(X) = pa(x)

f(x) = pa(x)

—x3—ax2-2x =0

x(\—;—zxz—ax—Z =0)=0=x1=0

J

\ 4

[1] x? =-32ax-64 = -Lax- 12

f(x) = pa(x)
—=x*-2ax-2=0
2] x?2-=-%ax-L&

x1 = 0 scheidet aus, weil dort die Steigungen nicht gleich sind.
Gleichsetzen der erhaltenen Gleichungen [1] und [2] liefert
_9%6 192 _ _ 64 64

3ax—3= 3ax—3

_82 5y _ 128
3 ax 3

X2 = —4
DiesesaErgebnis eingesetzt in Gleichung [1] liefert
(-%)? = -32a(-%) - 64

1 1 1

p1(-8) =4
F[er a-= % berthren sich die beiden Schaubilder f und pi im Punkt P(-8/4).

Aufgabe

Es sei fi(x) = t()(2+—12)); mit x € R\{1} gegeben. Welche Beziehung besteht zwischen t;
X —

und t2 mit t1 = t2, wenn sich die zugehorigen Schaubilder im Ursprung rechtwinklig
schneiden?

Losung

fi(X) = t(><2+—12)); mit x € R\{1}
X_
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_ _o4 2X+1
fi(x) 2t ”

Die Bedingungen flr orthogonales Schneiden im Ursprung O(0/0) lauten
f;(0) = f,(0) A f;,(0) « f;,(0) = ~1

fi,(0) =f,(00=>0=0

dies ist immer erfullt.

f,(0) - f,(0) = -1

2ty - 2ty = —1

t1 - tr = —}

Aufgabe
Zeige: f(x) = x2 + 1 und g(x) = —Z=x? + 5 schneiden sich orthogonal.

Lésung

f(x) = x2 +1

f(x) = 2x

g(x) = —7ex*>+5

gx) = —&x

Die Bedingungen fur orthogonales Schneiden lauten
fx) = g(x) Af(x) - g'(x) = —1

f(x) = g(x)

2x2-4-=0

X2 = % = X112 = i%m

Beide Schaubilder sind achsensymmetrisch, deshalb genugt es einen der beiden Punkte
auf Orthogonalitat zu untersuchen.

F(3475) - g'(44T5) = 1

J15 - (- /1) = 1

Dies ist eine wahre Aussage, also schneiden sich die Schaubilder orthogonal.

Aufgabe
Zeige, dass alle Kurven mit fa(x) = x*> + 2x? + (a + 1)x, mit a € R zwei Punkte

gemeinsam haben.

Losung

Wahle a1 + a > air—a» # 0

und schneide die beiden Schaubilder

fa1(X) = faz(x)

T@ -a)x?+(@-a)x=0 | :(@a1—ax) #0
Ix2+x=0

x(+x+1) =0

x1 =0 = f3(0) =0 = P4{(0/0)

X2 = -2 = fa(-2) = -10 = P2(-2/-10)
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Bestimmung von Funktionsgleichungen

Aufgabe

Firr jedes t € R\{0} ist eine Funktion gegeben durch f(x) = Tx3 — tx? + Lt2x mit x € R.
Ihr Schaubild sei K;. Eine Parabel zweiter Ordnung P; geht durch die gemeinsamen
Punkte von K; mit der x-Achse und beruhrt K; im Ursprung. Weise durch Rechnung
nach, dass K; und P; keine weiteren gemeinsamen Punkte haben. Bestimme die
Gleichung der Parabel.

Losung

fi(x) = +x3 —tx2 + Tt2x

fi(x) = 3x2 - 2tx + L2

Gemeinsame Punkte von des Schaubilds mit der x-Achse
fitx) =0

X3 —tx*+ 1t2x = 0

X(4x2 —tx+1t2) = 0

X1=0
t+ Jt2 -2
X23 = ———— =t

Die Parabel zweiter Ordnung lautet
pi(x) = ax(x — t) = ax? — atx

pi(x) = 2ax — at

Die Parabel beruhrt im Ursprung
pt(0) = f(0)

—at = %tZ = a-= —%t

Die Gleichung der Parabel lautet
pi(x) = —%tx? + Lt2x
Gemeinsame Punkte: p:(x) = fi(x)
%2x31— %tfz =0

X(3x—5f) =0

X12 = 0

X3 = t

Die beiden Schaubilder haben sonst keine weiteren Punkte gemeinsam.

Aufgabe

Eine Parabel 3. Ordnung beruhrt die x-Achse im Ursprung O(0/0) und geht durch den
Punkt P(3/0). Das von der Parabel 3. Ordnung und der x-Achse eingeschlossene
Flachenstick im 1. Feld hat den Flacheninhalt % FE. Bestimme die Gleichung der

Parabel.

Losung

Die Parabel 3. Ordnung lautet

f(x) = ax3 + bx? + cx + d

f(x) = 3ax? +2bx + ¢

Beruhren der x-Achse im Ursprung liefert
f0)=0ed=0

f0O)=0<c=0

Der Punkt P(3/0) liefert:

f3) =0« 27a+95=0= b =-3a
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Die Funktionsgleichung lautet jetzt

f(x) = ax3 — 3ax?

F(x) = ;ax* — ax®

Die eingeschlossene Flache liegt im 1. Feld und wird durch die Nullstellen von f begrenzt
F(3) - F(0) = &

Bla-27a= 2

—Za=-2=>a=—%

Die gesuchte Gleichung lautet
f(x) = —3x3 + x2

Aufgabe

Gib eine gebrochenrationale Funktion an, die x4 = 2 und x2 = 3 als Nullstellen sowie
x3 = 5 als Pol mit Vorzeichenwechsel und x4 = —3 als Pol ohne Vorzeichenwechsel hat.

Lésung
Eine mdgliche Funktion, die diese Bedingungen erfllt ist
f(x) = x-2)(x-3)

(x - 5)(x + 3)?
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Asymptoten (waagrechte, schiefe) und Pole

Aufgabe

. B 3 : . . .
Es sei fi(x) = Zr3x11 mit x € Dy, t € R§ gegeben. Bestimme maximalen

Definitionsbereich und alle méglichen Asymptoten (senkrechte und waagrechte). Flr
welche Werte von t existieren keine, eine oder zwei senkrechte Asymptoten?

Losung
Bestimmung des maximalen Definitionsbereichs

Nennernullstellen missen aus R entfernt werden.
x2+3x+t=0

X12 = —%i‘% 9-4t => Dy, = R/{—%i
Untersuchung auf Asymptoten

Da der Zahlergrad kleiner ist als der Nennergrad ist die x-Achse waagrechte Asymptote.
Untersuchung auf moglich Pole

Ist9 -4t < 0,alsot > %, so existieren keine Pole

Ist9 -4t =0, alsot = %, so existiert ein Pol ohne Vorzeichenwechsel
Ist9 -4t > 0,alsot < %, so existieren zwei Pole mit Vorzeichenwechsel

94t}

1
2

Aufgabe ]

_ R sei ei . _ X
Zu jedem t € R sei eine Funktion f; gegeben durch f;(x) = 10 R

Ihr Schaubild sei K;. Gib die gro3tmaogliche Definitionsmenge Dy, und damit die Anzahl
der Pole in Abhangigkeit von t an.

mit x € Dy,.

Losung

Bestimmung des maximalen Definitionsbereichs

Nennernullstellen muissen aus R entfernt werden.

x2—tx+t=0

x12 = 4+ 1B -4t = D = RI{{ + 1/B -4t}

Untersuchung auf moglich Pole

Ist t2 — 4t < 0, also 0 < t < 4, so existieren keine Pole

Istt2 —4t = 0,alsot = 0V t = 4, so existiert ein Pol ohne Vorzeichenwechsel
Istt2 —4t > 0,alsot < 0Vt > 4, so existieren zwei Pole mit Vorzeichenwechsel

Aufgabe , ,
Fir jedes t € M* ist durch fi(x) = % mit x € Dy, eine Funktion f; gegeben. Ihr

Schaubild sei K.
Bestimme den umfassendsten Definitionsbereich Dy, von der Funktion f;. Untersuche K;
auf Asymptoten.

Lésung

Bestimmung des maximalen Definitionsbereichs

Nennernullstellen missen aus R entfernt werden.

X2 -1 =0 = x12 = &t > Dy, = R/{xt}

Diese Nennernullstellen sind nicht gleichzeitig auch Zahlernullstellen und sie treten
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jeweils einfach auf, darum sind an diesen Stellen Pole mit Vorzeichenwechsel.
Asymptoten:
Der Zahlergrad ist gleich dem Nennergrad: y = 1 ist waagrechte Asymptote.

Aufgabe
Fir jedes a € R* ist durch eine Funktion f; gegeben durch fa(x) =

sei K,. Bestimme die Asymptoten.

. Ihr Schaubild

ae
a+eX

Lésung
Fur die Bestlmmung der Asymptoten gilt
lim fa(x) =lim —8&_ —jm & .8 _g4
X—+00 xoto @t e X—>+00 e % +1
W—/
-0 -0
X
lim f.(x) =lim &€ -0
X—+00 X—+00 a+ e

—00

Aufgabe .
Fir jedes t € R* ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = ﬁ mit x € R/{Int}.

Untersuche das Schaubild K; von f; auf Asymptoten.

Lésung

Far die Bestlmmung der Asymptoten g||t

Jim fi(x) = lim &= = )!II‘BO? 1_1 =1
-0 -0

Jim i) = Jim, <& = 0

-0

Aufgabe
Fur jedes t € R* ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = t?(x + it)e‘tx. Untersuche

das Schaubild K; von f; auf Asymptoten.

Lésung

FUr die Bestimmung der Asymptoten gilt
lim fi(x) = lim 1‘2 x+3) e¥*=0
X—>+00 X—+00 ) ~—

. . —>+OO -0

Jim fi(x) = )!lmw (x+4) e®- -

—— —>— ~——
>0 —+00

—>—00
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Tangenten und Normalen

Aufgabe
Fir jedes t € R\{0} ist eine Funktion f; gegeben durch fi(x) = +x3 — tx? + Lt2x mit
x € R. Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente bzw. Wendenormalen.

Lésung

fi(x) = +x3 —tx2 + 112x

fi(x) = 3x2 — 2tx + L2

fi(x) = 3x -2t

fi'(x) = 3 # 0 hinreichende Bedingung fir Wendepunkt erfillt

Berechnung der Koordinaten des Wendepunkts

fi(x) =0

3x-2t=0

x=2t= fi(3h) = 82 > WEH1)

Berechnung der Tangentensteigung im Wendepunkt:

mr = fi(3t) = —4£2

Uber die Orthogonalitatsbedingung erhélt man die Steigung der Normalen:
6

TN ="mr =~ %
Aufst?llgn der Punkt-Steigungs-Form flr die Tangente:
y— 57t .
BT _222‘ =1 >t y=—1t2x+ 2t
3

Aufstellen der Punkt-Steigungs-Form flir die Normale:

1 43
y— Lt
L 27 —E:n:yzt%x+21—7t3—%

x-2t ¢
Aufgabe ,
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sz 2 mit x € R\{-2; 2}. Vom Punkt P(-8/0) soll

die Tangente an das Schaubild von f gelegt werden. Berechnen Sie die Koordinaten der
Beruhrpunkte B(u/f(u)).

Losung
f(x) = szi mit x e R\{—2: 2
Fx) = X2(Xé -12)

" pe-ap

Die Pusnkt-Steigungs-Form auf dieses Problem angewandt lautet:
O-47 _ w?u?-12)
-8—-u (U2 _ 4)2
—ud(U? -4) = u(-8 - uw)(u?-12)
-u® +4u = -u® - 8u? +12u + 96
8W?-u-12) =0
1+J1+48

U2 = 2
ur =4 = f(4) = & = By(4/18)
u = -3 = f(-3) = —% = Bz(—3/— %
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Aufgabe
Gegeben ist die Funktion fi(x) = 2xe ™ mit t > 0. Vom Punkt P(-1/0) kann man zwei
Tangenten an das Schaubild von f% legen. Berechnen Sie die Koordinaten der

Beruhrpunkte.

Lésung
fL(x) = 2xe 7"
fi () = 2-x)e ="
2
Die PunkE-Steigungs-Form auf dieses Problem angewandt lautet:
0-—2ue™" _ (5 _  Na-tu
e e 2-ue

2u=02-u-1-u
2u=Uu>-u-2
u>’+u-2=0

-1+ J1+8

U2 = 2
ur = -2 = f(-2) = -4e = B1(-2/ - 4e)
u =1=f(1) = % = 52(1/%)
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Newtonsches Naherungsverfahren und
Keplersche FaBRregel

Die Newton-Formel

_ _ f(xn)
Xn+1 = Xn f(Xn)
mit
f(xn) #0

Die Keplersche FaRregel
b

£ foodx = L8 (f(a) + 4(22) + f(b))

Aufgabe
Gegeben ist die Gleichung x° + x = —1. Berechne xo auf 4 Dezimalen genau.

Lésung
Definiere: f(x) = x> +x+1 =10
In die Newton-Formel eingesetzt:

X3+ xp+1
Xn+1 = Xn — —n5xﬁ -r:_ 1
Wabhle als Startwert:
Xo = -1
x1 = —0,833333333

x2 = —0,764382115
x3 = —0,755024867
x4 = —0,754877701
x5 = —0,754877666

Aufgabe
Gegeben ist folgende Gleichung x3 — 3x — 3 = 0. Berechne ihre Lésung auf 4 Dezimalen
genau.

Losung
In die Newton-Formel eingesetzt:
x3 - 3x, -3
3x2 -3
Wabhle als Startwert:
Xo = 2
x1 =2, 111111111
2,103835979
2,103803403

Xn+1 = Xn —

X2
X3
Aufgabe

Bestimme mit Hilfe der Keplerschen Faldregel folgende Integrale:

3
1

a dx

)g J1+x
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Losung

_ 1
a) f(x) = —
a=0=f(0)=1
b=3:>f(3)=%

ab -3 = f(3)= /% ~0,63246

2 5

b-a=3
3

1 3 2 1
g‘/ﬁ 6( 1/? 2)
b) fx) =
a=2=f(2) =1
b=4>=f4) =1
2b = 3 = f(3) = 2 ~ 0,4286
b-a=2
4
ixzx_dez%(1+4 2 +3) ~1,0159

X
0) fx) = -
a=1>=f(1)=-2 ~1,582
b=2=f(2) = ~ 1,156
3

a;b _ g - f(%) - 69%2_ ~ 1,287
b-a-=
2

[ & dx ~ 1(1,582+4 1,287 +1,156) ~ 1,314
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