Lineare Gleichungssysteme

i) Quadratisches LGS n=m (Gleich viele Gleichungen wie Unbekannte):

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
2X1 =X =0

X1+2X2+X3 :2
3X1+2X2 +2X3 :1

Losung:

2 -1 00 2 -1 0|0 2 -1 0|0

1 2 12=0 -5 -2-4 =0 -5 -2-4

3 2 21 0 4 1|5 0 0 -39 5Xx3=-3>%X,=2 >5x%x;=1
Das LGS ist eindeutig I6sbar mit x; =1, x, =2,Xx3 =-3.

Aufgabe:
Bestimme die Lésung des folgenden LGS:
X1+ X +X3 =1
2X1 =X, +4X3 =5
X1 +4Xy, —Xg3 =-2

Ldsung:

1 1 1)1 1 1 1)1 11 1|1

2 -1 45 =0 3 -2-3 =0 3 -2-3

1 4 -13-2 0 -3 2|83 0 0 0/0 »x3=30 »>Xy=-14+20 > X;=2-5a
Das LGS hat unendlich viele Lésungen mit x; =2 —-5a, X, = -1+ 2a, X3 = 3a.

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
2X1 —4X2 + X3 = —3

Xl+6X2 '4)(3 :0
4X1 —8)(2 + 2X3 = —5

Losung:

2 -4 1|-3 2 -4 1-3

1 6 -40 =0 -16 9-3

4 -8 2]|-5 0 O 0]-1 — Widerspruch!
Das LGS hat keine Loésung.
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i) Uberbesetztes LGS m >n (m Gleichungen mit n Unbekannten):

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
4X1 - 3X2 = 5
Xl + X2 = 3
Losung:

Es reichen zwei der drei Gleichungen um die Koeffizientenmatrix auf Dreiecksgestalt zu

bringen.

4 -35 4 -3 5

1 1|3 =0 -7-7 5X,=1->X%X,=2
6 -111 6 -111

Probe mit dritter Zeile liefert: 6-2-1-1=11 ist wahr.
Das LGS ist eindeutig I6sbar mit x; =2, x, =1.

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
Xl +2X2 —3X3 = 4

2X1+4X2 '6X3 =8
3X1+6X2 —9X3 :12
—5)(1—10)(2 +15X3 :—20

Losung:

Es rei(?hen drei der vier Gleichungen um die Koeffizientenmatrix auf Dreiecksgestalt zu
bringen.

1 2 -3 4 1 2 -34

2 4 -6/ 8 0 0 00

3 6 912 ~ 0 0 0]0 > Xy=a >X, =0 >X =4+3a-20

-5 -10 15/|-20 -5 -10 15/-20

Probe mit vierter Zeile liefert: —5(4 + 3o —2B) —10p + 150 = —20 ist wahr.
Das LGS hat unendlich viele Lésungen mit x; =4 +3a -2, X, =p, X3 = a.

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
X1 +2X5 +3X3 =5

—2X1—4X2 '6)(3 :—2
—X1—2X2—3X3 :1

LOsung:

Es reichen drei der vier Gleichungen um die Koeffizientenmatrix auf Dreiecksgestalt zu

bringen.
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1 2 3|5 1 2 315

-2 -4 -6|-2 - 0 O 0|8 — Widerspruch! (Jede weitere Rechnung erspart sich)
3 -2 5|1 3 -2 5|1

-1 -2 -3/1 -1 -2 -31

Das LGS hat keine Loésung.

lii) Unterbesetztes LGS m <n (m Gleichungen mit n Unbekannten):

Aufgabe:
Bestimme die Losung des folgenden LGS:
Xl—3X2 +7X3 +X4 :5

2X1—X2 '6)(3 :—2
LOsung:

Es kann keine vollstandige Dreiecksgestalt erreicht werden. Es kann keine eindeutige
Ldsung geben.

1 -3 7 15 1 -3 7 15
2 -1 -6 0-2 - 0 -5 20 2|8 —>X4=50 —>X3=5B —>X2=—%+2a+20[3 —>x1:—%+a

+
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a1
=

Das LGS hat unendlich viele Lésungen:
Xp = =%+ 0+ 250, X, =42+ 20+ 20B, X3 = 5B, X4 =50 .

Aufgabe:
Bestimme die L6sung des folgenden LGS:

—8X; +4X5-6X3 = -3

Ldsung:

Es kann keine vollstandige Dreiecksgestalt erreicht werden. Es kann keine eindeutige
LAsung geben.

4 -2 3|5 . 4 -2 35
-8 4 -6/-3 0 O 0]7 —> Widerspruch!
Das LGS hat keine Losung.
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