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Verschärfte Aufgaben
Aufgabe 1

Gegeben sind die Gerade g : x 

b
1
3

 r
1
2
1

und die Ebene

E : x 

0
4
2

 s
a
4
1

 t
4
1
1

mit r,s, t  .

Für welche a,b  
a) ist g  E?

b) liegt g in E?

c) schneidet g die Ebene E?

Lösung zu Aufgabe 1
a) Die Gerade liegt parallel zur Ebene, wenn der RV der Geraden orthogonal

zum NV der Ebene ist und der Aufpunkt der Geraden nicht in der Ebene liegt:
Koordinatenform der Ebene:

n 

a
4
1



4
1
1



5
4  a
16  a

E : 5x1  4  ax2  16  ax3  48  2a
Orthogonalität zwischen RV und NV fordert

1
2
1



5
4  a
16  a

 0

 5  8  2a  16  a  0
a  1
Aufpunkt der Geraden nicht in der Ebene und mit a  1:
5  b  4  1  1  16  1  3  48  2
b  2
Ergebnis: a  1  b  2

b) Die Gerade liegt in der Ebene, wenn der RV der Geraden orthogonal zum NV
der Ebene ist und der Aufpunkt der Geraden in der Ebene liegt:
Koordinatenform der Ebene (vgl. a)):
E : 5x1  4  ax2  16  ax3  48  2a
a  1



na
g il l i

g

©
 2

00
4 

Jü
rg

en
 G

ilg
 · 

A
lle

 R
ec

h
te

 v
o

rb
eh

al
te

n
 · 

N
u

r z
u

r p
ri

va
te

n
 N

u
tz

u
n

g
 · 

Ö
ff

en
tl

ic
h

e 
u

n
d

 k
o

m
m

er
zi

el
le

 V
er

w
en

d
u

n
g

 u
n

d
 V

er
b

re
it

u
n

g
 s

o
w

ie
 V

er
vi

el
fä

lt
ig

u
n

g
 n

u
r n

ac
h

 R
ü

ck
sp

ra
ch

e 
m

it
 d

em
 A

u
to

r 

Aufpunkt der Geraden in der Ebene und mit a  1:
5  b  4  1  1  16  1  3  48  2
b  2
Ergebnis: a  1  b  2

c) Die Gerade schneidet die Ebene, wenn der RV der Geraden nicht orthogonal
zum NV der Ebene ist, also mit a) und b) wenn gilt
Ergebnis: a  1

Aufgabe 2

Gegeben sind die Gerade g : x 

1
2
1

 t
a
3
3

mit t   und die Ebene

E : 3x1  bx2  x3  4  0.
Für welche a,b  
a) ist g  E?

b) liegt g in E?

c) schneidet g die Ebene E?

Lösung zu Aufgabe 2
a) Die Gerade liegt parallel zur Ebene, wenn der RV der Geraden orthogonal

zum NV der Ebene ist und der Aufpunkt der Geraden nicht in der Ebene liegt:
NV der Ebene:

n 

3
b
1

Orthogonalität zwischen RV und NV fordert

a
3
3



3
b
1

 0

 3a  3b  3  0
a  b  1
Aufpunkt der Geraden nicht in der Ebene und mit a  b  1:
3  1  b  2  1  1  4  0
b  3

Ergebnis: a  b  1  b  3

b) Die Gerade liegt in der Ebene, wenn der RV der Geraden orthogonal zum NV
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der Ebene ist und der Aufpunkt der Geraden in der Ebene liegt:
NV der Ebene:

n 

3
b
1

Orthogonalität zwischen RV und NV fordert

a
3
3



3
b
1

 0

 3a  3b  3  0
a  b  1
Aufpunkt der Geraden in der Ebene und mit a  b  1:
3  1  b  2  1  1  4  0
b  3

Ergebnis: a  b  1  b  3, also für a  4, b  3

c) Die Gerade schneidet die Ebene, wenn der RV der Geraden nicht orthogonal
zum NV der Ebene ist, also mit a) und b) wenn gilt
Ergebnis: a  b  1

Aufgabe 3
Gegeben sind die beiden Ebenen E1 : 2x1  3x2  2x3  7  0 und
E2 : ax1  bx2  x3  c  0.
Bestimmen Sie a,b,c   so, dass die beiden Ebenen
a) identisch sind.

b) parallel sind.

c) sich schneiden.

Lösung zu Aufgabe 3
Geschicktes Umschreiben der Ebene E1
E1 : x1  3

2 x2  x3 
7
2  0

Vergleichen der Koeffizienten
a) Zwei Ebenen sind identisch, wenn sie in ihren Koeffizienten der Gleichungen

übereinstimmen.
a  1  b   32  c  

7
2

b) Zwei Ebenen sind parallel, wenn ihre NV’s linear abhängig sind und sie keinen
Punkt gemeinsam haben.
a  1  b   32  c  

7
2
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c) Zwei Ebenen schneiden sich in einer Geraden, wenn ihre NV’s linear
unabhängig sind.
a  1  b   32

Aufgabe 4
Gegeben sind die beiden Punkte A3/5/4 und A1/  1/0. Bestimmen Sie die
Gleichung der Ebene E, die zu A und A symmetrisch liegt.

Lösung zu Aufgabe 4
Die gesuchte Ebene E liegt orthogonal zur Verbindungslinie AA und geht durch
deren Mittelpunkt M.

m  1
2 a
  a 

2
2
2

 M2/2/2

Der NV der Ebene ist n  AA  a  a 

2
6
4

Mit der Normalenform der Ebene x  m   n  0 folgt
E : 2x1  6x2  4x3  24 oder nach kürzen
E : x1  3x2  2x3  12

Aufgabe 5
Gegeben ist die Ebene E : 2x1  3x2  6x3  18  0. Berechnen Sie die
Koordinaten des zu D0/5/2 bezüglich der Ebene E symmetrischen Punktes D.

Lösung zu Aufgabe 5
Bestimmung der Lotgeraden g senkrecht zu E, die D enthält

g : x 

0
5
2

 t
2
3
6

mit t  

Bestimmung des zugehörigen Lotfußpunktes F, als Schnittpunkt von g mit E
22t  35  3t  62  6t  18  0
t  21

49  3
7  F 67 /

26
7 /

32
7 

Der Lotfußpunkt ist Mittelpunkt von D und D, folglich gilt

d  2f d 

12
7
17
7
50
7

D 127 /
17
7 /

50
7 

Aufgabe 6
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Gegeben sind die Ebene E : x1  2x2  2x3  12  0 und die Gerade

g : x 

2
1
2

 t
4
0
1

mit t  .

Geben Sie eine Gleichung der an E gespiegelten Geraden g an.

Lösung zu Aufgabe 6
Bestimmung des Schnittpunktes S von g mit E
2  4t  2  22  t  12  0
t  6  S26/1/8
Bestimmung des Lotfußpunktes F vom Aufpunkt der Geraden A2/1/2 bezüglich
der Ebene E. Die Lotgerade h senkrecht zur Ebene E durch A lautet

h : x 

2
1
2

 t
1
2
2

mit t  

Der Schnittpunkt von E mit h liefert F
2  t  21  2t  22  2t  12  0
t  4

3  F 103 /
11
3 / 

2
3 

Spiegeln von A an F liefert

a  2f a 

14
3
19
3

 103

 A 143 /
19
3 / 

10
3 

Die Spiegelgerade g geht durch die Punkte S und A

g : x 

26
1
8

 t

 643
16
3

 343

mit t  

oder mit ganzzahligem RV

g : x 

26
1
8

 t
32
8
17

mit t  

Aufgabe 7
Bestimmen Sie die Gleichung aller Ebenen Ea,b (a  0, b  0), die die Gerade

g : x 

1
4
0

 t
0
3
4

mit t   als Schnittgerade enthalten.

Welche dieser Ebenen enthält den Ursprung?

Lösung zu Aufgabe 7
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Die gesuchte Ebene hat den RV1 der Geraden und einen zu diesem orthogonalen
RV2, dann liegt ein sogenanntes "Ebenenbüschel" vor, das genau die eine
Schnittgerade g besitzt:

RV1: u 

0
3
4

und RV2 w a,b 
a
4b
3b

 u

Der Normalenvektor der Ebene lautet damit

n  u  w a,b 
0
3
4



a
4b
3b



25b
4a
3a

Ea,b : 25bx1  4ax2  3ax3  25b  16a
Die Ebene EO, die zusätzlich durch den Ursprung geht muss O0/0/0 enthalten:
Es muss also gelten: 25b  16a  0 oder 25b  16a
EO : 16ax1  4ax2  3ax3  0 oder nach kürzen
EO : 16x1  4x2  3x3  0 enthält den Ursprung

Aufgabe 8
Gegeben sind die Ebene E : 3x1  x2  2x3  12  0 und die Gerade

g : x 

6
7
8

 t
1
2
2

mit t  .

Die Gerade h ist parallel zur Ebene E, geht durch den Punkt B3/5/13  E und hat
mit der Geraden g genau einen Punkt P gemeinsam. Berechnen Sie die
Koordinaten von P und stellen Sie eine Gleichung für h auf.

Lösung zu Aufgabe 8
Bestimmen der Gleichung der Ebene F, die parallel zu E ist und B enthält
F : 3x1  x2  2x3  40
Schnitt von F mit g liefert P
36  t  7  2t  28  2t  40
t  1 P5/5/10
Die gesuchte Gerade geht durch die Punkte B und P

h : x 

3
5
13

 t
2
0
3

mit t 

Aufgabe 9
Gegeben ist die Kugel K : x1  42  x2  52  x3  12  54 und die Ebene
E : 2x1  6x2  3x3  24  0.
Die Ebene E schneidet die Kugel K in einem Kreis k mit dem Schnittkreisradius
r  5 . Geben Sie die Schar aller Kugeln Kt an, die mit E denselben Schnittkreis
k haben.
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Lösung zu Aufgabe 9
Der Mittelpunkte Mt der Scharkugeln liegen auf der Lotgeraden zu E durch den
Mittelpunkt M4/  5/  1 der gegebenen Kugel:

Lotgerade g : x 

4
5
1

 t
2
6
3

 Mt4  2t/  5  6t/  1  3t

Abstand der Mittelpunkte Mt von der Ebene E
HNF E : 2x1  6x2  3x3  247  0

dMt,E  24  2t  65  6t  31  3t  24
7  7|t  1|

Der Radius rt der Scharkugeln ergibt sich mit Pythagoras
rt2  r2  dMt,E2  5  49t2  2t  1 49t2  98t  54
Somit folgt für die Gleichung der Scharkugeln:
Kt : x1  4  2t2  x2  5  6t2  x3  1  3t2  49t2  98t  54

Aufgabe 10
Gegeben sind die beiden parallelen Ebenen E1 : 5x1  4x2  3x3  20  0 und

E2 : 5x1  4x2  3x3  50  0 und eine Gerade g : x 

2
2
1

 t
1
6
2

mit

t  , die die beiden Ebenen schneidet.
Die Kugel K hat ihren Mittelpunkt auf der Geraden g und berührt die beiden
Ebenen E1 und E2. Geben Sie die Gleichung der Kugel K an.

Lösung zu Aufgabe 10
Berechnung des Schnittpunkts S1 der Ebene E1 mit der Geraden g
52  t  42  6t  31  2t  20  0
t  1  S11/  4/  3
Berechnung des Schnittpunkts S2 der Ebene E2 mit der Geraden g
52  t  42  6t  31  2t  50  0
t  1  S23/8/1
Der Mittelpunkt der Kugel ist gleich dem Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte
m  1

2 s
1  s2  M2/2/  1

Der Radius r der gesuchten Kugel ist gleich dem Abstand des Mittelpunkts M von
einer der beiden Ebenen
HNF E1 : 5x1  4x2  3x3  20

5 2
 0

r  dM,E1 
5  2  4  2  3  1  20

5 2
 35
5 2

 7
2

Kugel mit Mittelpunkt Mm1/m2/m3 und Radius r hat die Gleichung
K : x1  m12  x2  m22  x3  m12  r2
Obig bestimmte Größen eingesetzt:
K : x1  22  x2  22  x3  12  49

2
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Aufgabe 11
Gegeben sind die beiden Kugeln K1 : x1  32  x2  12  x3  32  16 und
K2 : x1  22  x22  x3  22  9.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Spitze P des gemeinsamen Tangentialkegels
der Kugeln K1 und K2.

Lösung zu Aufgabe 11
K1 (größere Kugel) mit M13/1/3 und r1  4
K2 (kleinere Kugel) mit M22/0/2 und r2  3
Berechnung des Einheitsvektors (von großem Kugelmittelpunkt zu kleinem
Kugelmittelpunkt)

M1M20  1
3

1
1
1

 M1M2  3

Der Abstand des Punktes P ( Spitze der gemeinsamen Tangentialkegel) von M2
(Mittelpunkt der kleineren Kugel) sei a
Der Strahlensatz liefert somit
r1
r2  a  M1M2

a  4
3  a  3

a  4a  3a  3 3
a  3 3
Der Punkt P ergibt sich aus:

p  m 2  a  M1M20 

2
0
2

 3 3 1
3

1
1
1



1
3
1

P1/  3/  1

Aufgabe 12
Gegeben ist die Kugel K : x1  22  x2  12  x3  52  36 und die Gleichung

der Schnittgeraden g : x 

6
0
13

 t
2
1
2

mit t   von zwei

Tangentialebenen ET1 und ET2 an K. Die Gerade g hat keine gemeinsamen Punkte
mit K.
Bestimmen Sie jeweils die Koordinaten der Berührpunkte B1 und B2 einer jeden
Tangentialebene ET1 und ET2 an K sowie die Gleichungen der Tangentialebenen
ET1 und ET2 .

Lösung zu Aufgabe 12
Die Kugel hat den Mittelpunkt M2/  1/5 und den Radius r  6
Aufstellen der Gleichung der Ebene E senkrecht zu g durch M
E : 2x1  x2  2x3  5
Schnittpunkt P der Geraden g mit der Ebene E
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26  2t  t  213  2t  5  t  1  P8/  1/11
Polarebene EP zu P bezüglich der Kugel K
EP : x  m   p  m   r2

EP : x 
2
1
5

 

6
0
6

 36  EP : x1  x3  13

Bilden der Schnittgeraden h von E mit EP
2x1  x2  2x3  5
x1  x3  13
 x3  t, x1  13  t, x2  31  4t

h : x 

13
31
0

 t
1
4
1

mit t  

Schnittpunkte dieser Geraden h mit der Kugel K liefert die Berührpunkte B1 und B2
13  t  22  31  4t  12  t  52  36
11  t2  32  4t2  t  52  36
121  22t  t2  1024  256t  16t2  t2  10t  25  36
18t2  288t  1134  0

t2  16t  63  0  t1,2 
16  256  252

2  16  2
2

t1  9, t2  7
B14/  5/9, B26/3/7
Für die zugehörigen Tangentialebenen folgt mit ETi : x  m   b i  m   r2 und
i  1,2
ET1 : x1  2x2  2x3  32  0
ET2 : 2x1  2x2  x3  25  0


