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1. Lineare Gleichungssysteme
1.1. Darstellung von Linearen Gleichungssystemen

Lineare Gleichungssysteme (LGS) haben folgende Gestalt:

a1 -+ 122 + -+ ATy — b1
2171 + A92To + -+ + A2 Ty, = by

Am1T1 + ApmaTs + -+ + ATy = bm

Hierbei handelt es sich um m lineare Gleichungen mit n Unbekannten zi, xs, ..., x,.
by
- ba . : :
Den Vektor b = . bezeichnet man als Inhomogenitit des LGS. Man spricht deshalb
bm
von einem inhomogenen linearen Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Unbekannten.

0

Ist der Vektor b = | der sogenannte Nullvektor, so spricht man von einem homogenen
0

linearen Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Unbekannten.

1.2. Matrixschreibweise von Linearen Gleichungssystemen

Eine wesentlich einfachere und {ibersichtlichere Darstellungsform eines LGS ist die sogenan-
nte Matrixschreibweise A - 7 = b.

Wir definieren:

ayp a2 a1n 21 by

az1 Q22 as - Z2 - ba
A= " 7= b= )

m1 Am2 - Omnp Ty bm

Hierbei ist A eine m x n-Matrix, d. h.eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, abkiirzend
geschrieben als A,,, und Koeffizientenmatrix des LGS genannt wird. Man bezeichnet m als
Zeilenindex und n als Spaltenindex und diese Matrix bildet den Vektorraum R™ in den Vek-
torraum R™ ab. Der Vektor 7 ist aus R™ und die Inhomogenitét b aus R™. Ein solches LGS
16st man, indem man es durch Aquivalenzumformungen Schritt fiir Schritt auf Stufenform
(Dreiecksgestalt) bringt, d. h.man erzeugt unterhalb der Hauptdiagonalen der Koeffizienten-
matrix lauter Nullen.

In einer abkiirzenden Schreibweise, bei der die Spalten die einzelnen x; beinhalten — ohne sie
zu schreiben — sieht die Dreiecksgestalt folgendermaflen aus:

* * * *

ajy ajy - aj, | b
* * *

0 asy -+ a3, | b

0 0 - ajl,| b
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1.3. Losbarkeit von Linearen Gleichungssystemen

Ein LGS hat entweder genau eine Losung (eindeutig losbar), keine Losung (nicht lésbar)
oder unendlich viele Losungen (unendlich oft 16sbar). Wir definieren den Rang Rg A,,, der
Matrix als die Anzahl der Zeilen oder Spalten der zugehorigen Dreiecksform, die nicht nur
Nullen enthalten. Wir betrachten nun einige spezielle Fille:

1. n=m

Die Koeffizientenmatrix ist nun quadratisch und man nennt das zugehorige LGS gle-
ichbesetzt. Man bestimmt deren Dreiecksgestalt und unterscheidet:

(a) Es existiert keine Nullzeile auf der Koeffizientenseite
Das LGS ist eindeutig losbar

(b) Das LGS besitzt k < n Nullzeilen auf der Koeffizientenseite

i. Ist auf der Inhomogenitétsseite ebenfalls eine Null, so hat das LGS unendlich
viele Losungen, die man durch (n — k) Parameter darstellen kann

ii. Ist auf der Inhomogenitétsseite keine Null, so ist das LGS unlésbar.

2. n<m

Die Koeffizientenmatrix ist rechteckig und es existieren mehr Gleichungen als Unbekan-
nte. Das zugehorige LGS nennt man iiberbesetzt und es reichen bereits n Gleichungen,
um die Losung zu bestimmen.

(a) Das LGS ist in n Gleichungen eindeutig 16sbar

i. Es ist eine Probe mit den verbleibenden (m —n) Gleichungen durchzufiihren.
Sind alle Proben losbar, so ist das LGS eindeutig 16sbar.

ii. Es ist eine Probe mit den verbleibenden (m —n) Gleichungen durchzufiihren.
Ist mindestens eine Probe unlésbar, so ist das LGS unlosbar.

(b) Das LGS hat in n Gleichungen unendlich viele Losungen

i. Esist eine Probe mit den verbleibenden (m —n) Gleichungen durchzufiihren.
Sind alle Proben unendlich oft 16sbar, so ist das LGS unendlich oft losbar.

ii. Es ist eine Probe mit den verbleibenden (m —n) Gleichungen durchzufiihren.
Ist mindestens eine Probe unlésbar, so ist das LGS unlosbar.

(c) Das LGS hat in n Gleichungen keine Losung, so ist das gesamte LGS unlésbar

3. n>m

Die Koeffizientenmatrix ist rechteckig und es existieren weniger Gleichungen als Un-
bekannte. Das zugehorige LGS nennt man unterbesetzt und man erreicht die Dreiecks-
gestalt gar nicht vollstandig.

(a) Das LGS ist niemals eindeutig l6sbar
(b) Das LGS besitzt unendlich viele Losungen
(c¢) Das LGS ist unlosbar

Der zugehorige Fall fiir ein homogenes LGS ist sehr schnell iiberlegt. Es existiert in jedem
Fall die triviale Losung 1 = 29 = --- =z, = 0.
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2. Vektoren

Geometrisch gesprochen sind Vektoren Pfeile, die durch eine Parallelverschiebung jedem
Punkt des Raumes einen Bildpunkt zuordnet. Dabei sind die jeweils von einem Punkt zu
seinem Bildpunkt weisenden Pfeile parallel, gleichlang und gleichgerichtet. Jeder solcher Pfeil
ist ein sogenannter Repréasentant dieser Verschiebung. Man stellt Vektoren wie folgt dar:

— —

ab, c ..., T, Y, 2

2.1. Parallelogrammregel

Die Hintereinanderausfithrung (Verkettung) zweier Verschiebungen a, b ist wieder eine Ver-
schiebung. Sie wird als Summe @ + b bezeichnet. Zeichnerisch gewinnt man einen Pfeil von
a + b als Diagonalpfeil des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

2.2. S-Multiplikation

Das r-fache von solchen Verschiebungen, mit » € R, nennt man S-Multiplikation. Sie dndert
die Lénge.

i) Ist r > 0, so sind die Richtungen der Verschiebungen r@ und a gleich gerichtet.

ii) Ist r < 0, so sind die Richtungen der Verschiebungen r@ und @ entgegengesetzt gerichtet.

iii) Ist 7 = 0, so erhdlt man die Nullverschiebung 0.

2.3. Rechengesetze fiir Verschiebungen

-

l

Addition at+b=b+da Kommutativgesetz
i+ b+ =(@+b)+¢ Assoziativgesetz

S-Multiplikation 7@+ rb = r(d + b) mit r € R Distributivgesetz I
rd+ sd = (r+ )a mit 7 € R Distributivgesetz 11

r(sd) = (rs)d mit r, s € R

2.4. Orts- und Richtungsvektoren

Man unterscheidet Orts- und Richtungsvektoren.

i) Ortsvektoren

Sie starten immer im Ursprung des Koordinatensystems und weisen mit ihrem Pfeil
auf einen eindeutig definierten Punkt im Koordinatensystem.

Merke: Die Komponenten eines Ortsvektors sind gleich den Koordinaten des Punktes
an seiner Spitze.

ii) Richtungsvektoren

Sie weisen nur eine Richtung an. Lange und Orientierung spielen hier keine Rolle.
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Darstellung von Vektoren im R?:

Der Einfachheit halber legen wir immer ein kartesisches Koordinatensystem zugrunde. Dieses
zeichnet sich durch drei zueinander orthogonal stehenden zur Norm 1 geeichten Richtungen,
den sogenannten Basiseinheitsvektoren €, €5, €5 und dem Ursprung O aus.

1 0 0
_’1 = 0 ) _'2 = 1 ) _)3 = 0 ) O(O/O/O)
0 0 1

Fiir einen beliebigen Punkt A mit dem zugehorigen Ortsvektor a gilt

a1

a= | as a;, mit 7 = 1, 2, 3 nennt man Komponenten des Vektors a
as

A(ay/az/as) a;, mit i = 1, 2, 3 nennt man Koordinaten des Punktes A

Vektoren werden komponentenweise addiert.

ai bl ay + bl
a +b= [25) + b2 = as + bg
as bg as + bg
und
aq ray
ra=r| a | = ras
as ras

2.5. Linearkombination

Man definiert eine Linearkombination (LK) wie folgt:

T=mrid;+redo+...+rpd, mitr;, e Roi=1,2, ..., n
ist eine LK der Vektoren ay, ds, ..., d,
Anmerkung:

e Soll ein Punkt Xj,pen p innerhalb des von den Vektoren @ und b aufgespannten Paral-
lelogramms liegen, so muss gelten:

:E’innemp:/\&—l—,ul;mit0<)\<1und0<,u<1

e Soll ein Punkt Xjnen p innerhalb des von den Vektoren @ und b aufgespannten Dreiecks
liegen, so muss gelten:

Fimenp = A+ pbmit 0 < A<lund0<p<lund 0 <A+ p <1
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2.6. Lineare Abhingigkeit von Vektoren

Gegeben seien k Vektoren dy, do, ..., di € R”, jeder einzelne Vektor hat also n Komponen-
ten.

i) Diese Vektoren heiflen linear unabhéngig (1. u.), wenn die Vektorgleichung
Py 4 Tods 4 ... +rpdr =0mitr; €R, i=1,2, ..., k

nur trivial 16sbar ist, d. h. riy =ro = ... =1, = 0.

Diese Gleichung liefert ein homogenes LGS von n Gleichungen mit £ Unbekannten.

ii) Andernfalls, also wenn mindestens ein r;, mit ¢ = 1, 2, ..., k ungleich null ist, sind sie
linear abhéngig (1. a.).

Geometrische Interpretation der linearen Abhéngigkeit dreier Vektoren im R?

e Wenn 3 Vektoren in einer Ebene liegen, dann sind sie 1. a.und man nennt sie komplanar.
e Wenn 3 Vektoren durch S-Multiplikation ineinander iibergehen, also Vielfache voneinan-
der sind, dann sind sie 1. a.und man nennt sie kollinear.
3. Einige Definitionen
3.1. Abstand zweier Punkte
Gegeben sind die beiden Punkte A(a;/as/az) und B(by /by /bs). Ihr Abstand ergibt sich durch

dﬁ = \/(CLl — b1)2 + (CLQ — b2)2 + (CL3 — b3)2

3.2. Mittelpunkt zweier Punkte

Gegeben sind die beiden Punkte A(ay/as/as) und B(by/by/bs). IThr Mittelpunkt ergibt sich
durch

a1+b1 a2+b2 (13+b3
Map(H 5=/ 25225

3.3. Spiegelpunkt eines Punktes

Gegeben ist ein Punkt A und ein Spiegelzentrum Z mit den zugehorigen Ortsvektoren @ und
Z. Der Spiegelpunkt A* des Punktes A beziiglich des Spiegelzentrums Z mit dem zugehérigen
Ortsvektor @* ergibt sich zu

—k

a=2-Z—a

3.4. Lange bzw. Betrag eines Vektors

Gegeben ist der Vektor a. Sein Betrag ergibt sich durch
d| = \/a? + a3 + d?

(© Jirgen Gilg 2007 8



3.5. Normierter Vektor

Gegeben ist der Vektor d. Sein zugehoriger normierter Vektor dy, also ein Vektor derselben
Richtung mit der Linge 1, ergibt sich zu

|~

—

ap = a

Q

3.6. Skalarprodukt zweier Vektoren in kartesischen Koordinaten

Gegeben sind die Vektoren @ und b. Thr Skalarprodukt wird definiert durch
@b = ab, + asby + azbs oder @ - b = |d] - ]5\ - cos ¢ mit 0° < ¢ < 180° und gplc?,l;

Hier einige Rechenregeln fiir das Skalarprodukt:

@-d>0
i-i=0<d=0
i-b=0b-a

- (b+¢&) = (@ b)+(@-e
(rd@)-b=r(G-b) mit r € R
i-b=0salb

3.7. Kreuzprodukt zweier Vektoren in kartesischen Koordinaten

Gegeben sind die Vektoren @ und b. Thr Kreuzprodukt wird definiert durch

R a2b3 — a3b2
axb= —(a1b3 — agbl)
CleQ — a2b1

Dies ist ein Vektor der sowohl auf @ als auch auf b senkrecht steht.
Der Betrag des Kreuzprodukts |@ x b| = |a@| - [b] - sing mit 0° < ¢ < 180° und /@, b ist
gleich der Maf3zahl des Fliacheninhalts des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

Hier einige Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt:

@xb=0< @und b sind linear abhéingig
bxad=—(axb)

ax (b+3@) = (@xb)+(axa

@x (rb) = r(@ x b) mit r € R

3.8. Winkel zwischen zwei Vektoren

Gegeben sind die Vektoren @ und b. Thr Winkel wird definiert durch

a-b

jal - o]

cos p =

(© Jirgen Gilg 2007 9



4. Geraden

Geht man von einem Punkt P mit dem Ortsvektor p' um das t-fache des Richtungsvektors
u weiter, so erreicht man einen Punkt X mit dem Ortsvektor @ = p'+ tu, mit ¢ € R. Die
Punkte, die man fiir verschiedene Werte von ¢ erhélt, liegen auf einer Geraden g durch P in
Richtung .

Die Vektorgleichung g : ¥ = p'+ tu, mit ¢ € R nennt man Parameterdarstellung von der
Geraden g. Dabei ist p’ der Aufpunkt (Stiitzvektor) und « der Richtungsvektor von g. Die
Variable ¢ heifit Parameter.

Die folgenden zwei Moglichkeiten kann man als Punkt-Steigungs-Form (PSF) bzw. Zwei-
Punkte-Form (ZPF) einer Geraden deuten.

e Gegeben sind ein Punkt P mit dem zugehorigen Ortsvektor p und ein Richtungsvektor
1. Die Gleichung der zugehorigen Geraden lautet dann

g: Z=p+tumitteR

e Gegeben sind zwei verschiedene Punkte P und @ mit den zugehorigen Ortsvektoren pf
und ¢. Die Gleichung der zugehérigen Geraden lautet dann

g: Z=p+t(d—p) mitt eR

4.1. Lage zweier Geraden

Gegeben sind die beiden Geraden g : & =p+tu, mit t € Rund h: ¥ = ¢+ sv, mit s € R.

Zwei Geraden g und h im R3 sind entweder echt parallel, identisch, windschief oder sie
schneiden sich in genau einem Punkt.

e Im Falle von echt parallel oder identisch, sind die beiden Richtungsvektoren « und v
der Geraden g und h linear abhéngig.

Setzt man die beiden Geraden gleich und das entstehende LGS hat

i) keine Losung, so sind die Geraden g und h echt parallel.
ii) unendlich viele Losungen, so sind die Geraden g und h identisch.

e [m Falle von windschief oder Schnitt, sind die beiden Richtungsvektoren @ und ¢ der
Geraden g und h linear unabhéngig.

Setzt man die beiden Geraden gleich und das entstehende LGS hat

i) keine Losung, so sind die Geraden g und h windschief.

ii) genau eine Losung, so schneiden sich die Geraden g und h in genau einem Punkt.
Voraussetzungen fiir einige Formeln

Fiir die nachstehenden Formeln, sind die Geraden g und h sowie der Punkt R gegeben.

g: ¥=p+tu, mitteR
h: =g+ sv, mit s € R
R(ry/re/r3) € g und ¢ h mit dem zugehorigen Ortsvektor 7

(© Jirgen Gilg 2007 10



4.2. Abstand Punkt - Gerade

Den Abstand von R zu g berechnet man wie folgt

L _lix(F-p)
R,g - —
|
4.3. Abstand zweier windschiefer Geraden

Den Abstand der beiden windschiefen Geraden g und h berechnet man wie folgt

L @x ) @)
g,h_ — —
|t x ]

4.4. Winkel zwischen zwei Geraden
Den Winkel zwischen zwei Geraden g und h berechnet man wie folgt

u-v

cos p =

] - |0]
5. Ebenen

P sei ein Punkt mit dem Ortsvektor p; ferner seien @ und ¢ zwei linear unabhéngige Rich-
tungsvektoren. Die Menge aller Punkte X mit dem Ortsvektor & = g+t + st mit ¢, s € R
beschreiben eine Ebene E durch den Punkt P. Die Variablen t und s, die unabhéngig
voneinander die Menge der reellen Zahlen durchlaufen, heiflen Parameter der Ebenengle-
ichung.

Die Vektorgleichung F : ¥ = p'+ tu + sv mit ¢, s € R heiffit Parameterdarstellung der Ebene
E. Den Ortsvektor p nennt man hier den Aufpunkt (Stiitzvektor), die Richtungsvektoren
und v die Spannvektoren von F.

e Gegeben sind ein Punkt P mit dem zugehorigen Ortsvektor p und zwei linear un-
abhéngige Richtungsvektoren @ und v. Die Gleichung der zugehorigen Ebene lautet

E:Z=p+ti+svmitt, seR
e Gegeben sind ein Punkt P ¢ ¢ mit dem zugehorigen Ortsvektor p und eine Gerade
g: T=q+tumitteR
Die Gleichung der zugehorigen Ebene lautet
E:Z=p+tu+s(¢—p) mitt, seR

e Gegeben sind drei verschiedene Punkte P, () und R mit den zugehorigen Ortsvektoren
p, ¢ und 7, die nicht auf einer Geraden liegen. Die Gleichung der zugehorigen Ebene
lautet

E:Z=p+t(f—p)+s(@—p) mitt, seR

Es existieren dquivalente andere Darstellungsmdoglichkeiten von Ebenen im Raum.

(© Jirgen Gilg 2007 11



5.1. Normalenform einer Ebene

P ist ein Punkt der Ebene mit Ortsvektor p, 77 ist Normalenvektor von E. Solch ein Nor-
malenvektor ist ebenfalls ein Richtungsvektor. Einen moglichen Normalenvektor bekommt
man durch 7 = ¥ X ¢, wenn « und ¢ zwei linear unabhéngige Spannvektoren der Ebene F
sind. So erhélt man die Normalenform einer Ebene wie folgt

E:(Z—p)-n=0

5.2. Zugehorige Hesse-Normalform einer Ebene

P ist ein Punkt der Ebene mit Ortsvektor p, 7 ist Normalenvektor von E. Solch ein Nor-
malenvektor ist ebenfalls ein Richtungsvektor. Einen méoglichen Normalenvektor bekommt
man durch @ = « x ¥, wenn ¢ und v zwei linear unabhéngige Spannvektoren der Ebene
E sind. Den normierten Normalenvektor bezeichnen wir mit 7y. So erhalt man die Hesse-
Normalform einer Ebene wie folgt

HNFE : (F—5) g =0

5.3. Koordinatendarstellung einer Ebene

Durch Ausmultiplizieren der Normalform erhélt man die Koordinatendarstellung einer Ebene,
die wie folgt lautet

A
E: Ary+Bro+Caxz3+ D=0 mitn=| B ist ein Normalenvektor der Ebene E
C

Man erhélt die sogenannten Spurpunkte, also die Schnittpunkte der Ebene E mit den Ko-
ordinatenachsen (xi-Achse: & = té}, xo-Achse: ¥ = téy und x3-Achse: T = téy, jeweils mit
t € R) wie folgt

D

S2, (=2 10/0), 84,(0/ ~ 3 /0), 5.,(0/0/ ~ 2)

Die zugehorigen Spurgeraden sind die Geraden durch jeweils zwei verschiedene Spurpunkte.
Skizzieren einer Ebene mit Hilfe der Spurpunkte

Ist A =0, so ist die Ebene parallel zur x;-Achse, es gibt keinen Spurpunkt S,,.

Ist B =0, so ist die Ebene parallel zur zo-Achse, es gibt keinen Spurpunkt S,,.

Ist C'= 0, so ist die Ebene parallel zur z35-Achse, es gibt keinen Spurpunkt S,,.

Ist D =0, so geht die Ebene durch den Ursprung O(0/0/0).

5.4. Zugehorige Hesse-Normalform einer Ebene

Durch Ausmultiplizieren der Hesse-Normalform erhélt man die Koordinatendarstellung in
Hesse-Normalform einer Ebene, die wie folgt lautet

AI1+BI2+OI3+D 1 A

=0, mit 17y = B ist ein normierter Norn
A /AQ + B2 + 02

HNF E
NZeE Eocl W
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5.5. Lage zweier Ebenen

Gegeben sind die beiden Ebenen E; : Ax; + Bxs + Cx3 + D = 0 mit dem Normalenvektor
1y und By 1 Faxy + Gxy + Hxs + I = 0 mit dem Normalenvektor 77s.

Zwei Ebenen F; und E, im R? sind entweder echt parallel, identisch oder sie schneiden sich
in einer Geraden.

e Im Falle von echt parallel oder identisch sind die Normalenvektoren 77, und 75 der bei-
den Ebenen linear abhéngig. Setzt man die beiden Ebenen gleich und das entstehende

LGS hat

i) keine Losung, so sind die Ebenen echt parallel.

ii) zweifach unendlich viele Losungen, so sind die Ebenen identisch.

e Sie schneiden sich in einer Schnittgeraden g, wenn die beiden Normalenvektoren 77; und
7o linear unabhéngig sind. Das zugehorige LGS hat einfach unendlich viele Losungen.

Voraussetzungen fiir einige Formeln

Fiir die nachstehenden Formeln, ist die Ebene E sowie der Punkt R gegeben.

Ey: Axy + Bxy + Cxs + D = 0 mit dem Normalenvektor 77;
Ey: Fxy+ Gxy + Hxs + I = 0 mit dem Normalenvektor 725
R(ry/re/rs) mit dem zugehorigen Ortsvektor 7

5.6. Abstand Punkt - Ebene

Den Abstand von R zu E; berechnet man wie folgt

A7’1—|—BT2+CT3+D

d pu—
S RV ey e

5.7. Winkel zwischen zwei Ebenen
Den Winkel zwischen zwei Ebenen E; und F5 berechnet man wie folgt
Ty * Ty
COSQY = o7 =
|7i1] - |7
5.8. Winkelhalbierende Ebenen

Zwei Ebenen Ey : (£ —p) - 1ig = 0 und Ey : (& — q) - mo = 0 in Hesse-Normalform, die sich
in einer Geraden g schneiden, deren Normalenvektoren 7y und mg also 1. u. sind, besitzen
zwei zueinander orthogonale winkelhalbierende Ebenen W; und W5. Diese berechnen sich
wie folgt

Wli (f—ﬁ)ﬁo—l—(f—cj)rﬁo:()
ng (f—ﬁ)ﬁo—(f—cf)ﬁion
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5.9. Lage von einer Geraden zu einer Ebene

Gegeben ist die Gerade g : ¥ = @ + td mit ¢ € R und die Ebene E : (¥ — p) - ii = 0. Setzt
man die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, so erhélt man eine lineare Gleichung
in t. Hat diese

e cine eindeutige Losung, so schneiden sie sich in genau einem Punkt.
e unendlich viele Losungen, so liegt die Gerade ¢ in der Ebene E.

e keine Losung, so ist die Gerade g parallel zur Ebene E.

5.10. Winkel zwischen Gerade und Ebene

Gegeben ist die Gerade g : ¥ = @+ td mit ¢t € R und die Ebene E : (¥ —p) -7 = 0 mit dem
Normalenvektor 7. Der Winkel zwischen g und E berechnet sich zu

. i il
SINY = 55—
il - 71|
g
ﬁT‘\ g
’ N
AR
-
7
E 7

6. Lotfuflpunkte

LotfuBBpunkte sind Punkte, die man erhélt, wenn man zu einem gegebenen Punkt das Lot
fallt und dieses mit einer gegebenen Geraden bzw. Ebene schneidet.

6.1. Lotfulpunkt eines Punktes beziiglich einer Geraden

Gegeben sei die Gerade g : ¥ = @+ tud mit ¢ € R und ein Punkt P ¢ g mit dem zugehorigen
Ortsvektor p. Den Lotfulpunkt £’ des Punktes P beziiglich der Geraden g erhélt man, indem
man eine Hilfsebene E senkrecht zu g durch P erstellt. Diese lautet in Normalenform

E:(Z—-p)-au=0
Schneidet man diese Hilfsebene E mit der Geraden g indem man die Geradengleichung in

die Ebenengleichung einsetzt, so erhédlt man den gesuchten LotfuBpunkt F'.

6.2. Lotfulpunkt eines Punktes beziiglich einer Ebene

Gegeben sei die Ebene F : (¥ — d) -7 = 0 und ein Punkt P ¢ E mit dem zugehorigen
Ortsvektor p. Den Lotfulpunkt I’ des Punktes P beziiglich der Ebene E erhélt man, indem
man eine Hilfsgerade g senkrecht zu £ durch P erstellt. Diese lautet

g: T=p+timitteR
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Schneidet man diese Ebene F mit der Hilfsgeraden g indem man die Geradengleichung in
die Ebenengleichung einsetzt, so erhélt man den gesuchten LotfuBBpunkt F'.

{r
b

|
|
|
| g

6.3. Lotfullpunkte zweier windschiefer Geraden

Gegeben sind die beiden Geraden g : ¥, = p+tu, mit t € Rund h : &) = ¢+ sv, mit s € R.
Man bildet den Differenzvektor

—

dpg =Ty — = (F— @) +ti — sUmit t, s € R
Dieser Differenzvektor J;l o startet bei einem beliebigen Punkt H der Geraden i und endet bei
einem beliebigen Punkt G der Geraden g. Steht dieser Differenzvektor dj, , sowohl senkrecht

auf g als auch senkrecht auf h, so werden die Anfangs- und Endpunkte H und G zu den
Lotfupunkten Fj, und F,.
Wir fordern also
Orthogonalitat zu g Orthogonalitit zu h
dpg-0=0 dpg-T=0
Diese beiden Bedingungen ausmultipliziert liefert ein LGS von zwei Gleichungen mit zwei

Unbekannten ¢, s € R. Man bestimmt nun diese Unbekannten und setzt diese jeweils ind die
zugehorigen Geradengleichungen ein und erhélt somit die gesuchten Lotfufipunkte F,; und
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7. Kugeln

Eine Kugel im Raum mit dem Mittelpunkt M (my/ms/ms), dem zu ihm gehorigen Ortsvektor
m und dem Radius 7, hat mehrere Darstellungsmoglichkeiten

i) Vektordarstellung 1

K: (Z—m)*>=r?
ii) Vektordarstellung 2

K: & —2m7+m? =1’
iii) Koordinatendarstellung

Kt (z1—mi)? + (z2 — ma)® + (x5 — m3)* =12

7.1. Tangentialebene

Die Gleichung der Tangentialebene in einem Punkt B mit dem zugehorigen Ortsvektor b auf
der Kugel K lautet

—

Ep: (Z=b)-(b—m)=0oder Ep: (T—m)-(b—m)=r>

7.2. Polarebene

Legt man von einem festen Punkt P mit dem zugehorigen Ortsvektor p aulerhalb einer
Kugel K den Tangentialkegel, so bildet dieser mit der Kugel einen Schnittkreis. Dieser Kreis
liegt in der sogenannten Polarebene. Diese éndert sich je nach Lage des Punktes P. Liegt P
auf K, so wird die Polarebene zur Tangentialebene.

7.3. Lage von einer Geraden zu einer Kugel

Setzt man die Geradengleichung g : ¥ = d + td mit ¢t € R in die Koordinatenform der
Kugelgleichung K : (x; — m1)? + (2 — mo)? + (x3 — m3)? = r? ein, so erhiilt man eine
quadratische Gleichung in ¢.

e Hat diese zwei Losungen, so gibt es zwei DurchstoSpunkte und die Gerade nennt man
Sekante.

e Hat sie eine Losung, so erhédlt man einen Beriihrpunkt und die Gerade nennt man
Tangente.

e Hat sie keine Losung, so heifit sie Passante.
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7.4. Lage von einer Ebene zu einer Kugel

Bestimmt man den Abstand dy; g des Mittelpunktes M (my/may/m3) mit dem zugehorigen
Ortsvektor m einer Kugel K : (£ — m)? = r? mit der Ebene E : (Z —p) -7 = 0, so liegt die
gegebene Ebene F

i) auBerhalb der Kugel K, wenn gilt

dM,E>T

ii) sie wird zur Tangentialebene, wenn gilt

dM,E:T

iii) sie schneidet die Kugel K in einem Schnittkreis £ mit dem Schnittkreismittelpunkt M*
und dem Schnittkreisradius 7*, wenn gilt

MM*:dM7E<T'

Zur Berechnung des Schnittkreismittelpunktes M* besorgt man sich die Hilfsgerade
g: T =m-+tn mit t € R und schneidet diese mit der Ebene E. Der Schnittkreisradius
r* ergibt sich dann mit dem Satz von Pythagoras zu

T*:\/’I’Q—Wz

7.5. Lage zweier Kugeln

Zwei Kugeln Ky und Ky im Raum mit den Mittelpunkten M; und M und den Radien rq
und 79 konnen wie folgt zueinander liegen

i) Die Kugeln liegen auseinander

ii) Die Kugeln beriihren sich in genau einem Punkt
d]\41]\42 =T + T2

iii) Die Kugeln schneiden sich in einem Schnittkreis
[r1 — o] < djpmn <71+

iv) Die Kugeln liegen ineinander
dyan < |1 — 12|

Berechnen des Falls iii):

Man gibt die beiden Kugeln in der Vektordarstellung 2 an und subtrahiert sie voneinander.
Ky — K
Die Differenz liefert die Ebene F, in der sich der Schnittkreis befindet. Danach verfahrt man
weiter wie bei der Lage der Ebene E zu einer der beiden Kugeln.

Kl . 52—27’ﬁ1f—|—7ﬁ% :T%

KQ . Z)_’f‘2 —277_’)Lgf+mg :T’g

. - N ) 2 -9 -9
E : 2(my —my)Z =r] —r; +mj — m;
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