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1 Linearkombinationen

Aufgabe
. 7
Stelle den Vektor d = | 5 | als Linearkombination der drei gegebenen Vektoren
3
0 1 -1
a= 1 ,b=12],¢c= 0 dar.
-1 3 4
Strategie .
Der Ansatz d = x1d + x2b + x3¢ liefert ein LGS von 3 Gleichungen mit den drei Unbekannten
X1, T, T3.

Diese sind zu bestimmen.
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2 Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit

Aufgabe
(a) 2 Vektoren im Raum
—4 2
Sind die zwei Vektoren a = 4 ,b=1 —2 | linear unabhéngig?
2 1
(b) 3 Vektoren im Raum
1 3 2
Sind die drei Vektorena=| —1 |, b=| 0 |, c= 2 linear abhingig?
2 1 -1

(c) Die drei Vektoren d, b und ¢ sind linear unabhéngig. Zeige, daf} die drei Vektoren
¥r=d+b—¢ vy=2ad+¢ Z7=-3b+2¢C
ebenfalls linear unabhéingig sind.

Strategie

(a) Der Ansatz 0 = x,d@ + b liefert ein homogenes LGS von 3 Gleichungen mit den zwei Unbe-
kannten x, x9. Gilt z; = 25 = 0, dann sind sie linear abhéngig, ansonsten linear unabhéngig.

Hinweis
Kiirzer: Sind die beiden Vektoren Vielfache voneinander (kollinear), so sind sie linear abhéingig.

(b) Der Ansatz 0=x,a+ ZU25+ x3C liefert ein homogenes LGS von 3 Gleichungen mit den drei
Unbekannten x, x5, x3. Gilt ;1 = 5 = x3 = 0, dann sind sie linear abhingig, ansonsten
linear unabhéngig.

(c) Die drei Vektoren a, b und ¢ sind linear unabhiingig, d.h. es gilt:
110 + x25+ T3C = 0 ist nur 16sbar fiir z; = 2o = z3 = 0.
Zu zeigen ist, da} daraus folgt:
MZ+Xf+AZ=0nur fir \; = A= X3 =0
Die neuen Vektoren iiber die gegebenen Vektoren ausgedriickt fiihrt zu
M (@ 4D — )+ \o(20 + ) + N3(—3b+28) =0
Diese Gleichung nach den gegebenen Vektoren @, § und ¢ sortieren
()\1 +20)\2)CL+ ()\1 30)\3)b+ (¥ )\1 —|—3\rgo+2)\§)0— 0
Dies 1liefert ein homi)genes LGS in de131 drei Unbekannten Ay, Ay und A3. Die Losung des LGS
liefert dann Ay = Ay = A3 = 0, was zu beweisen war.

Hinweis
Ist einer der gegebenen Vektoren der Nullvektor 0 oder untersuchen wir die lineare Abhsingigkeit
von mehr als drei Vektoren im Raum, so sind diese immer linear abhéngig.
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3 Mittelpunkt, Spiegelpunkt, Schwerpunkt eines Dreiecks

Aufgabe

Die drei Punkte A(0/1/3), B(2/2/1), C(1/3/ — 1) legen ein Dreieck im Raum fest. Berechne den
Mittelpunkt M der Strecke AB und den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC'. Berechne den Spie-
gelpunkt B* von B beziiglich des Schwerpunkts S.

Strategie

=

1
e Der Ansatz m = 5(&'+ b) liefert die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke AB.

1 -
e Der Ansatz §= g(c_i+ b+ ¢) liefert die Koordinaten des Schwerpunkts S des Dreiecks ABC.

e Der Ansatz b* = 25 — b liefert die Koordinaten des Spiegelpunkts B* beziiglich S.
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4 Geradengleichungen

Aufgabe

Gegeben sind die Punkte A(2/ — 1/3), B(0/1/2), C(2/1/1) und
-1

die Gerade h : ¥ = 2 mit t € R.
2

(a) Gib eine Gleichung der Geraden g an, die durch die Punkte A und B geht.

(b) Gib eine Gleichung der Geraden k an, die durch den Punkt C' geht und parallel zur Geraden
h ist.

(c) Priife, ob der Punkt C' auf der Geraden h liegt.
(d) Liegen die drei Punkte A, B, C' auf einer Geraden?
Strategie
(a) Der Ansatz g : @ = a + t(b— @) mit ¢ € R liefert die gesuchte Geradengleichung,
(b) Der Ansatz k : & = &+ t¥ mit ¢t € R liefert die gesuchte Geradengleichung.

(c) Ersetze in der Geradengleichung h den Vektor & durch den Ortsvektor ¢ und l6se das ent-
stehende LGS von 3 Gleichungen mit einer Unbekannten ¢. Ist dieses eindeutig losbar, so ist
C € h. Ist das LGS unlésbar, so ist C' ¢ h. Diesen Vorgang nennt man auch Punktprobe.

(d) Erstelle eine Geradengleichung durch zwei Punkte und priife, ob der dritte Punkt auf dieser
Geraden liegt.

Hinweis

Eine Gerade im Raum ist am einfachsten durch eine Parametergleichung darzustellen. Der Auf-
punkt (Stiitzvektor) ist in dieser Gleichung ein beliebiger Punkt der Geraden und der Richtungs-
vektor kann durch seine Vielfache ersetzt werden. Somit hat ein und dieselbe Gerade unendlich
viele Parameterdarstellungen.
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5 Ebenengleichungen

Aufgabe

Gegeben sind die Punkte A(2/ —1/3), B(0/1/2), C(2/1/1), D(5/3/1) und
-1 1

die Gerade h : ¥ = 2 +t 1 mit ¢t € R.
2 -2
7 ¥

(a) Gib eine Gleichung der Ebene E an, die durch die Punkte A, B und C' geht.

(b) Gib eine Gleichung der Ebene F' an, die durch den Punkt C' geht und senkrecht zur Geraden
h ist.

(c) Priife, ob der Punkt D in der Ebene F' liegt.

)
(d) Liegen die vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene?
(e) Gib eine Gleichung der Ebene H an, die die Gerade h enthilt und durch den Punkt D geht.
(f) Berechne die Spurpunkte der Ebene I : axy + bxy + cxs = d.
Strategie
(a) Der Ansatz E: & = ad+t(b—a)+s(¢— @) mit ¢, s € R liefert die gesuchte Ebenengleichung.
(b) Der Ansatz F': (¥ — ¢€) - © = 0 liefert die gesuchte Ebenengleichung.

(c) Setze den Punkt D in die Koordinatengleichung der Ebene F' ein. Ist diese erfiillt, so ist
D € F. Kommt es zu einem Widerspruch, so ist D ¢ F'.

(d) Erstelle eine Ebenengleichung durch drei Punkte und priife, ob der vierte Punkt in dieser
Ebene liegt.

-

(e) Der Ansatz H : ¥ = p+ t¥+ s(p — d) mit ¢, s € R liefert die gesuchte Ebenengleichung.

(£) S1(5/0/0), S2(0/5/0), S5(0/0/%)

Hinweis

Eine Ebene im Raum ist am einfachsten durch eine Koordinatenform darzustellen. Ist die Ebene
in Parameterform gegeben, so wandelt man sie in die Koordinatenform um, da mit dieser am
einfachsten zu rechnen ist.

E:7=q¢+ti+swmitt, se€R

Miti=dxwW=FE: (—¢q)-1=0

Parallele Ebenen haben linear abhéngige Normalenvektoren.
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6

Lage zweier Geraden

Aufgabe
Gegeben sind die beiden Geraden g: ¥ =p+ v mitt € Rund h: ¥ = ¢+ sw mit s € R.

(a)

(b)
(c)
()

Zeige, dafl die Geraden g und h windschief sind und berechne ihre Lotfuflpunkte G und H
und deren Abstand.

Zeige, daf} sich die Geraden g und h in einem Punkt S schneiden.
Zeige, daf} die Geraden g und h echt parallel sind und berechne ihren Abstand.

Zeige, daf} die Geraden g und h identisch sind.

Strategie

(a)

()

Die Richtungsvektoren ¢ und  sind linear unabhéngig, also keine Vielfache voneinander.
Gleichsetzen der Geradengleichungen liefert ein LGS von 3 Gleichungen mit zwei Unbekann-
ten s, t, das unlGsbar ist.

Bestimmung der Lotfuflpunkte G und H:

Bilde die Differenz der beiden Geradengleichungen: d:hh =q¢—p+sw—tvmits, t € R

Es muf} gelten: d;)h -7 =0 A d;)h =0

Dies liefert ein LGS von 2 Gleichungen mit zwei Unbekannten s, ¢. Diese Werte in die zu-
gehorigen Geradengleichungen eingesetzt, liefern die zugehorigen Lotfulpunkte G und H.
Der Abstand betrigt d , = |k — g

Die Richtungsvektoren ¢ und  sind linear unabhéngig, also keine Vielfache voneinander.
Gleichsetzen der Geradengleichungen liefert ein LGS von 3 Gleichungen mit zwei Unbekann-
ten s, t, das eindeutig l6sbar ist.

Einsetzen des einfacheren Wertes in die zugehorige Geradengleichung liefert den Schnitt-
punkt S.

Die Richtungsvektoren ¢ und « sind linear abhéingig, also Vielfache voneinander.
Punktprobe vom Aufpunkt P der Geraden g mit der Geraden h liefert P ¢ h.
Bestimmung des Abstandes:

Konstruiere eine Hilfsebene F senkrecht zu g durch P:

E: (Z—-p)-7=0.

Schneide diese Ebene mit der Geraden h: Dies liefert 1 Gleichung mit einer Unbekannten s.
Einsetzen des Wertes in h liefert den Punkt F'.

Der Abstand betrigt d, ;, = \f— Pl

Die Richtungsvektoren ¢ und « sind linear abhéingig, also Vielfache voneinander.
Punktprobe vom Aufpunkt P der Geraden g mit der Geraden h liefert P € h.

Hinweis
Wenn man mehrere Geraden miteinander vergleicht, so ist es ratsam verschiedene Parameter fiir
die verschiedenen Geraden zu benutzen, damit sie unterscheidbar sind.
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Aufgabe

Gegeben sind die beiden windschiefen Geraden g : ¥ = p+td mit t € R und h: ¥ = ¢+ s mit
s € R und ein Punkt A, der weder auf g noch auf h liegt. Bestimme diejenige Gerade k£ durch A,
die die beiden windschiefen Geraden g und h jeweils in genau einem Punkt schneidet.

Strategie

Erstelle eine Hilfsebene E, die g enthélt und durch A geht:

E: ¥ =p+ti+r(p—a) mit t, r € R. Wandle diese in Koordinatenform um und schneide sie mit
h. Dies liefert 1 Gleichung mit einer Unbekannten s, die eindeutig 16sbar ist. Setze den Wert s in
die Gerade h ein, das liefert den Schnittpunkt S.

Die gesuchte Gerade lautet:

k:Z=d+t(§—ad) mitt € R

Aufgabe
Gegeben ist die Gerade g : ¥ = p+tv mit ¢t € R und ein Punkt A, der nicht auf g liegt. Bestimme
diejenige Gerade h durch A, die senkrecht zur Geraden g ist.

Strategie

Man bestimmt den Lotfuflpunkt F' des Punktes A beziiglich der Geraden g. Hierzu erstellt man
sich eine Hilfsebene E senkrecht zu g durch A:

E:(¥—-d)-v=0

Diese Ebene E schneidet man mit der Geraden g, dies ergibt 1 lineare Gleichung mit einer Unbe-
kannten £, die eindeutig losbar ist. Man setzt den Wert ¢ in ¢ ein und erhélt F'.

Die gesuchte Gerade lautet:

h:#=ad+s(f—a) mitseR
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7 Lage zweier Ebenen

Aufgabe
Gegeben sind die beiden Ebenen E : (¥ —p)-7ig =0und F: (¥ —¢q) -iip = 0.

(a) Zeige, daBl die Ebenen sich schneiden und berechne ihre Schnittgerade.

(b) Zeige, dal die Ebenen identisch sind.

(c) Zeige, daB die Ebenen echt parallel sind und berechne ihren Abstand.
Strategie

(a) Die Normalenvektoren der Ebenen sind linear unabhéngig, also keine Vielfache voneinander.
Die Ebenengleichungen untereinandergeschrieben liefern ein LGS von 2 Gleichungen mit drei
Unbekannten x, =5, w3, das unendlich viele Losungen besitzt. Der Losungsvektor ' ist die
gesuchte Schnittgerade.

(b) Die Normalenvektoren der Ebenen sind linear abhiingig, also Vielfache voneinander.
Die Ebenengleichungen sind identisch (leicht zu sehen).

(c) Die Normalenvektoren der Ebenen sind linear abhéingig, also Vielfache voneinander.
Die linke Seite der Ebenengleichungen ist identisch, die rechte liefert einen Widerspruch.
Man nehme einen einfachen Spurpunkt z. B. S; von E und setzt diesen in die Hesse-
Normalform von F'. Dies liefert den Abstand.

Hinweis
Wenn man mehrere Ebenen miteinander vergleicht, ist es ratsam sie in Koordinatenform darzu-
stellen. Sind Ebenen in Parameterform gegeben, so wandelt man diese in Koordinatenform um.

Aufgabe
Gegeben sind die beiden sich schneidenden Ebenen E : (¥ —p) -7 =0und F: (¥ —¢q)-m = 0.
Gesucht sind diejenigen Punkte des Raums, die von F und F den gleichen Abstand haben.

Strategie

Alle Punkte, die von zwei sich schneidenden Ebenen den gleichen Abstand haben, liegen auf den
sogenannten Winkelhalbierenden Ebenen W; und W5.

Die beiden Normalenvektoren 7 und 7 der Ebenen E und F sind linear unabhéngig, deshalb
schneiden sie sich.

Man bildet von beiden Ebenen die Hesse-Naormalform:

E: (Z—-p) - flo=0und F: (¥—¢q) -my=0

Die erste Winkelhalbierende Ebene W, ist die Summe der Hesse-Normalformen:

Wli (f—ﬁ')ﬁ0+(f—q_)rﬁ0:0

Die zweite Winkelhalbierende Ebene W5 ist die Differenz der Hesse-Normalformen:

Wy : (Z=p)-fig— (F—¢q)-my=0
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8 Lage zwischen Geraden und Ebenen

Aufgabe
Gegeben sind die Ebene E : (¥ — p) -7 = 0 und die Gerade g : ¥ = @+ t¥ mit ¢t € R.

(a) Zeige, daBl die Ebene und die Gerade sich schneiden und berechne ihren Schnittpunkt S.

(b) Zeige, dafl die Gerade in der Ebene liegt.

(c) Zeige, daf die Ebene und die Gerade echt parallel sind und berechne ihren Abstand.
Strategie

(a) Richtungsvektor ¢ der Geraden und Normalenvektor 7 der Ebene sind nicht orthogonal.
Setze die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, dies ergibt 1 Gleichung mit einer
Unbekannten ¢, die eindeutig l6sbar ist. Setze den Wert ¢ in die Gerade ein, das liefert den
gesuchten Schnittpunkt S.

(b) Richtungsvektor ¢ der Geraden und Normalenvektor 7i der Ebene sind orthogonal: 77 = 0
Setze die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, dies ergibt 1 Gleichung mit einer
Unbekannten ¢, die unendlich viele Losungen besitzt.

(c) Richtungsvektor ¢ der Geraden und Normalenvektor 7i der Ebene sind orthogonal: 77 = 0
Setze die Geradengleichung in die Ebenengleichung ein, dies ergibt 1 Gleichung mit einer
Unbekannten ¢, die keine Losung besitzt.

Der Abstand berechnet sich wie folgt:
Bilde die Hesse-Normalform der Ebene E und setze den Aufpunkt A der Geraden ein.

Aufgabe
Gegeben sind die beiden windschiefen Geraden g : ¥ = p'+tv mit ¢t € R und h : ¥ = ¢+ s mit
s € R. Bestimme diejenige Ebene E, die g enthélt und parallel zu A ist.

Strategie
Die gesuchte Ebene lautet:
E:Z=p+1t7+swmitt, s € R.

Aufgabe
Gegeben sind die beiden Geraden g : 7 = P+t mit t € Rund h : ¥ = ¢+ s mit s € R.
Bestimme diejenige Ebene E| die g und h enthilt.

Strategie

Berechne den Schnittpunkt S der beiden Geraden durch Gleichsetzen. (Wenn sie sich nicht schnei-
den geht das nicht!) Die gesuchte Ebene lautet:

E:Z=5+t/+sWmitt, s € R.
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9 Kugelgleichungen

Aufgabe
Gegeben sind folgende Kugelgleichungen. Bringe diese in Koordinatenform.
—4
(a) Kli.'i'q‘f‘ 4 =16
2

(b) Ky: 72 —36=0
Strategie

(a) 1. Schritt: Expilzites Ausfiihren des Skalarproduktes
x3 + 73 4+ 23 — 4wy + 4wy + 223 = 16
2. Schritt: Quadratisches Erginzen
(11— 2)? =44+ (124+2)? -4+ (23 +1)2—-1=16

(1 —2)* + (z2 + 2)? + (23 + 1) = 25 Man liest ab: M(2/ —2/ —1),r =5

(b) Man sieht leicht: Ursprungskugel mit dem Radius r = 6

11
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10 Kugeln und Geraden

Aufgabe
Gegeben sind die Kugel K : (Z —m)? = r? und die Gerade g : & = p'+ ¥ mit t € R.

(a) Zeige, daBl die Gerade g eine Passante ist. Berechne denjenigen Punkt C' der Geraden g, der
der Kugel K am niichsten liegt und berechne die kiirzeste Entfernung der Geraden g zur
Kugel K. Man berechne den Punkt D der Kugel K, der der Geraden g am néchsten liegt.
Es gibt genau zwei Tangentialebenen 7 und 75, die die Gerade g als Schnittgerade besitzen.
Berechne deren Beriihrpunkte B; und By mit der Kugel K und gib ihre Gleichungen an.

(b) Zeige, daBl die Gerade g eine Tangente ist und berechne ihren Beriihrpunkt B.

(c) Zeige, daBl die Gerade g die Kugel K in zwei Punkten S; und S, schneidet. Berechne die
Linge der aus K ausgeschnittenen Sehne.

Strategie

(a) Man setzt die Geradengleichung in die Kugelgleichung ein, dies ergibt 1 quadratische Glei-
chung mit einer Unbekannten ¢, die nicht 16sbar ist.
Berechnung von C"
Man erstellt eine Hilfsebene F senkrecht zu g durch M:
E:(Z—-m)-7=0
Diese schneidet man mit der Geraden g, dies ergibt 1 lineare Gleichung mit einer Unbekann-
ten ¢, die eindeutig 16sbar ist. Man setzt den Wert ¢ in die Gerade ¢ ein und erhilt C.
Berechnung von D:
Man erstelle eine Hilfsgerade h durch M und C:
h: Z=m+s(m—¢ mit s € R
Schneide h mit der Kugel K, dies liefert 1 quadratische Gleichung mit einer Unbekannten
s, die zwei Losungen besitzt. Setze die Werte von s in h ein, dies liefert Dy und Ds.
Berechne jeweils den Abstand dieser Punkte zu C"
dy = |dy — & und dy = |dy — 7
Der kiirzere Abstand gehort zum gesuchten Punkt.
Berechnung der kiirzesten Entfernung, wenn nach D nicht gefragt wird:
dmin: |5—m| - T
Berechnung der Beriihrpunkte der Tangentialebenen, die g als Schnittgerade besitzen:
Man bestimmt zwei verschiedene Punkte der Geraden g: P, der Aufpunkt und @ (z. B. fiir
t=1)
B(by/by/b3) sei ein Beriihrpunkt der Tangentialebene mit der Kugel K
(W) PeT= F—m)-(b—m)=r
2)QeT = (7—m) (b—m)=r
B)BeK = (b—m)? =12
Dies liefert ein LGS von 2 linearen Gleichungen (1) und (2) mit drei Unbekannten, ndmlich
den Koordinaten by, by, b3 des Beriihrpunkts, das unendlich viele Lésungen besitzt und eine
quadratische Gleichung (3).
Die Losung des LGS aus (1) und (2) setzt man in (3) ein und erhilt so die gesuchten beiden
Beriihrpunkte B; und Bs.
Die Gleic}Lungeg der Tangentialebenen lauten:
T : (f—lll)-(gl—m)zo
TQ: (f—bQ)(bg—m)ZO
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(b) Man setzt die Geradengleichung in die Kugelgleichung ein, dies ergibt 1 quadratische Glei-
chung mit einer Unbekannten ¢, die eine Doppell6sung besitzt.
Berechnung des Beriihrpunktes B:
Man erstellt eine Hilfsebene F senkrecht zu g durch M:
E:(Z-—m)-7=0
Diese schneidet man mit der Geraden g, dies ergibt 1 lineare Gleichung mit einer Unbe-
kannten ¢, die eindeutig 16sbar ist. Man setzt den Wert ¢ in die Gerade ¢ ein und erhélt
B.

(c) Man setzt die Geradengleichung in die Kugelgleichung ein, dies ergibt 1 quadratische Glei-
chung mit einer Unbekannten ¢, die zwei Losungen besitzt.
Man setzt die beiden Werte von ¢ in die Geradengleichung ein und erhélt S; und Ss.
Lange der Sehne:
S1Sy = |55 — 1|

Hinweis

Beim Schnit von Geraden mit Kugeln treten meistens die Binomischen Formeln auf:
(a+b)? =a®+ 2ab+ b?

(a —0)? = a® — 2ab + V?

(—a —b)? = a® + 2ab + V?

Hierauf ist besonders zu achten!
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11

Kugeln und Ebenen

Aufgabe
Gegeben sind die Kugel K : (Z —m)? = r? und die Ebene E : (7 — p) - 7i.

(a)

(b)

(c)

Zeige, daf} die Ebene E die Kugel K nicht schneidet. Berechne den Punkt F' auf der Ebene
E, der die kiirzeste Entfernung zur Kugel K hat und berechne dessen Abstand zur Kugel
K. Berechne diejenigen Punkte S, und S,,., auf der Kugel K, die von der Ebene F
am néichsten bzw. am weitesten entfernt liegen. Berechne deren Tangentialebenen T},;, und

Tma:z: .

Zeige, dafl die Ebene E Tangentialebene an die Kugel K ist und berechne ihren Beriihr-
punkt B. Bestimme diejenigen Ebenen E; und FEj parallel zu E| die mit der Kugel K einen
Schnittkreis vom Radius r* < r bilden.

Zeige, daf} die Ebene E die Kugel K schneidet und berechne den Schnittkreismittelpunkt
M* und den Schnittkreisradius r*. Gib diejenige Kugelschar K; an, die aus der Ebene F
einen Schnittkreis mit dem Radius R < r ausschneiden.

Strategie

(a)

Man setzt den Mittelpunkt M der Kugel in die Hesse-Normalform der Ebene F ein und
sieht, dafl der Abstand d grofler ist als der Radius r.

Berechnung von F'

Man bildet eine Hilfsgerade g senkrecht zu F durch M:

g: T=m+timitte R

Man setzt die Geradengleichung ¢ in die Ebenengleichung F ein und erhilt 1 lineare Glei-
chung mit einer Unbekannten £, die eindeutig l6sbar ist. Diesen Wert von ¢ setzt man in die
Gerade ¢ ein und erhélt den gesuchten Punkt F'.

Die kiirzeste Entfernung ist d — r.

Berechnung von S,,;, und S,z

Man bildet eine Hilfsgerade g senkrecht zu E durch M mit dem normierten Richtungsvektor
ﬁgi

g: T=m+tiy mitt € R

Die gesuchten Punkte S,,;, und S,,,; haben vom Mittelpunkt M die Entfernung r ldngs der
Richtung von g.

gmin/ma:r =m =+ TﬁO

Durch einsetzen der beiden Punkte in die Hesse-Normalform der Ebene E erfihrt man, wel-
cher der beiden Punkte ndher zu E liegt.

Berechnung der Tangentialebenen 7},,;, und 7},,4.

Tonin © (T — Spin) -7 =0 und Tpay ¢ (T — Sppaz) -7 =0

Man setzt den Mittelpunkt M der Kugel in die Hesse-Normalform der Ebene E ein und
sieht, dafl der Abstand d gleich dem Radius 7 ist.

Berechnung von B

Man bildet eine Hilfsgerade g senkrecht zu F durch M:

g: T=m+timitteR

Man setzt die Geradengleichung ¢ in die Ebenengleichung E ein und erhélt 1 lineare Glei-
chung mit einer Unbekannten £, die eindeutig l6sbar ist. Diesen Wert von ¢ setzt man in die
Gerade ¢ ein und erhélt den gesuchten Punkt B.
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Berechnung von E; und FE,
Uber den Satz von Pythagoras erhiilt man den Abstand, den die gesuchten Ebenen zum
Mittelpunkt ldngs des Lotes von E haben miissen:
2 2
Man bildet eine Hilfsgerade g senkrecht zu E durch M mit dem normierten Richtungsvektor
No:
g: T=m+tiy mitt € R
Die gesuchten Punkte A; und A auf den Ebenen F; und F; haben vom Mittelpunkt M die
Entfernung d langs der Richtung von g¢.
61/2 - Tﬁ :|: dﬁg
Die zugehorigen Ebenengleichungen lauten:
Ei:(Z—d)-i=0und Ey: (f—dy)-71=0

Man setzt den Mittelpunkt M der Kugel in die Hesse-Normalform der Ebene F ein und
sieht, dafl der Abstand d kleiner als der Radius r ist.

Berechnung von M*

Man bildet eine Hilfsgerade g senkrecht zu F durch M:

g: T=m+timitte R

Man setzt die Geradengleichung ¢ in die Ebenengleichung F ein und erhilt 1 lineare Glei-
chung mit einer Unbekannten ¢, die eindeutig l6sbar ist. Diesen Wert von ¢ setzt man in die
Gerade ¢ ein und erhélt den gesuchten Punkt M*.

Berechnung von r*

Satz von Pythagoras

r* = r?2 — d?

Berechnung der Kugelschar K;

Alle Kugelscharmittelpunkte M; der gesuchten Kugelschar liegen auf einer Geraden senk-
recht zu F durch M:

my = m-+ti mitt € R

Diese Kugelscharmittelpunkte M;, die von ¢ abhéngen, setzt man in die Hesse-Normalform
der Ebene FE ein und erhilt so deren Abstand:

dar, = [ (M — P) - Tio]

Den Radius r; der Kugelschar, der ebenfalls von ¢ abhéingt, erhilt man durch den Satz des
Pythagoras:

ri =R*+d3,

Die Kugelschargleichung lautet:

Ki: (T—my)?>=r?mitt € R
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