Aufgabe 1:

6
Gegeben sind die Kugel K mit der GleichungK : x?-| 2 [x-35=0 unddie Geraden
—4
1 4 5 0
g: x=[1|+X-3 h: x=[-10|+p| 2
2 2 0 1

() g schneidet K in den Punkten S; und S, . Berechne die Koordinaten von diesen
beiden Punkten.

(b) Stelle die Koordinatengleichungen der Tangentialebenen an Kin S; und S, auf.
Bestimme den Schnittwinkel der beiden Ebenen. Ermittle den Abstand des
Punktes S; von der Tangentialebene in S,.

(c) Zeige, dass h die Kugel berthrt. Gib die Koordinaten des BerlUhrpunktes an.

Aufgabe 2:
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte R (3/1/-1) und Q (3/2/-1),

sowie die Ebene E mit der Gleichung E: X; + X5 + X3 =4 und die Kugel K mit
10
K: x2 |10 [x + 23 =0 gegeben.
6
(a) Berechne die Koordinaten des Mittelpunkts M und den Radius r der Kugel K.

Zeige, dass R auf K und Q in E liegt. Berechne die Lange der Sehne RR', die K
aus der Geraden RQ ausschneidet. Bestimme den Winkel RMR'.

(b) Zeige, dass die Ebene E die Kugel K schneidet. Berechne die Koordinaten des
Mittelpunkts M; und den Radius r; des Schnittkreises k; .

(c) Bestimme die Gleichung der Tangentialebene T, die K in R bertuhrt. Alle zu T pa-
rallelen Ebenen, welche die Kugel K schneiden oder berthren, bilden eine Ebe-
nenschar T . Stelle eine Gleichung von T4 auf und gib die zuléssigen Werte von

s an. Bestimme diejenigen Ebenen von T, die aus K Kreise mit dem Radius
r, =3 ausschneiden.
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Aufgabe 3:

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte gegeben:

B,(6/-6/6), M;(—6/0/6),undM,(—2/-2/11)

(a) Bestimme die Gleichung der Kugel K; um M; durch B, und die Gleichung der
Tangentialebene T, an K; in B;. Die Kugel K, mit dem Mittelpunkt M, beruhrt
T, in B,. Ermittle die Gleichung von K, und die Koordinaten von B, .

(b) Begriinde geometrisch, dass die Geraden B,B, und M;M, einander schneiden.
Berechne die Koordinaten ihres Schnittpunktes S. Zeige, dass K; und K, einan-

der schneiden. Bestimme die Koordinatengleichung der Ebene des Schnittkrei-
ses.
(c) Durch Spiegelung von B; an der Geraden M;M, erhalt man B). Ermittle die Glei-

chung der Tangentialebene T, an K; in B]. Begrunde, dass T; auch K, berthrt.

Beschreibe in Worten die Menge der Punkte, durch die es keine gemeinsame
Tangentialebene an K; und K, gibt.

Aufgabe 4:
Die Lange eines Vektors ist gleich dem Betrag des Vektors. Dies ist gleich dem Ab-
stand zwischen den beiden Endpunkten des Vektors.

2 t+1 -2
(a) Berechne die Lange der Vektoren a=|3| b, =| 2t || =|-2
1 1-t -5

{2

(b) Firr welches t hat der Vektor &, die Lange 1? &, =| /2t
1

Aufgabe 5:

Die Ebene e, :2x, — X, + 2x3 =13 schneidet die Ebene e, :5x; +3X, + X3 =26 in
einer

Geraden g. Bestimme die Koordinatengleichung einer Ebene e, die e; und e, ing

schneidet und
(a) orthogonal zu e, ist

(b) orthogonal zu e, ist

(c) durch P(5/-3/4) geht

(d) Berechne den Abstand des Punktes P von e;.

(Genau beschreiben, welche einzelnen Schritte Du machst)
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Aufgabe 6:

1 u-1 -2 -5 1
Es seien die Vektoren a, =| u |b,=| 2 |¢=| 4 |d=| 9 |é, =| 2| gegeben.
2u 1 1 3 v

(a) Zeige, dass a, und Bu fur jeden Wert von u linear abhangig sind.
(b) Zeige, dass aj, 51, ¢ linear unabhéngig sind und stelle d in der neuen Basis
a,, by, ¢ dar.
(c) Bestimme der Wert von v so, dass as,bs, €, linear abhangig sind.
(d) Es sei X, =&, +b, +¢. Fir welchen Wert von u hat |§<u| seinen kleinsten Wert?

(e) Fir welchen Wert von u sind a, undb,, orthogonal?

Aufgabe 7:
Fur welche Werte von t hat das inhomogene Gleichungssystem eine, keine oder un-
endlich viele Losungen? Wie sieht es mit der Losbarkeit des zugehérigen homoge-
nen Gleichungssystems aus?

X1 +X, +tXg3 =1

Xy +X, +X3 =0

X1 +tX, +X3 =4

Aufgabe 8:
Wie muf3 man die Werte r und s wéahlen, damit das inhomogene Gleichungssystem
eine, keine oder unendlich viele Losungen besitzt?
Xl —5X2 +I’X3 =S
2X1+X2 +SX3 =T
X1 +X, +X3=0
Aufgabe 9:

Fur welche Werte von a sind die drei Vektoren linear abhéngig (l. a.) bzw. linear un-
abhangig (I. u.)?

1 2 3
ag=| a |\b,=| a |c,=| a
l+a 2+a 3+a

Aufgabe 10:
Fur welche Werte von a, b, ¢ sind die beiden Geraden windschief, parallel, identisch
oder schneiden sich?

a b 1 2
g:x=|-1{+t1 h:x=|2|+t ¢
0 3 1 -1
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Aufgabe 11:
Fur welche Werte von a, b, c liegt die Gerade parallel oder in der Ebene bzw.
schneidet die Ebene?

a 1 2 1 1
g: x=| 2 |+tlb e:X=[2|+s/1|+t2
-1 1 2 0 c

Aufgabe 12:

Bestimme die Spurpunkte (Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen) und die Spur-
geraden (Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen) einmal mit der Parameterform
von e; und zum anderen mit der Koordinatenform von e, . Bringe e; moglichst
schnell und geschickt (elegant) auf Koordinatenform und begriinde die einzelnen
Schritte, die Du machst! (Wichtig fur den Lehrer, damit er alles nachvollziehen
kann!!!) Bringe e, mdglichst schnell und geschickt (der Konigsweg) auf Parameter-
form und begrinde die einzelnen Schritte, die Du machst! (Wichtig fur den Lehrer,
damit er immer weifl3, welcher Gedankengang bei Dir vorliegt!!!)

2 1 0
e1:X=[3|+s/1|+t?2 €, =X +3Xy, +5X53 =7
6 0 3

Aufgabe 13:
Alle Ebenen e, schneiden sich in einer Geraden (man spricht hier von einem Ebe-
nenbischel). Bestimme die Gleichung der Geraden, die alle Ebenen gemeinsam ha-
ben.

ey 1 2tX; +4X, +(3-t)x3 =3t+5

Aufgabe 14:
Bestimme die Werte von a, b, ¢ so, dass gilt: e,e” sind parallel oder identisch!
a 1 1 2 b c
e:Xx=|3[+s/0|+t2 e iXx=[1]+s 1|+t2
1 1 0 5 1 1

Zeige dies zum einen uber die lineare Abhéangigkeit der jeweiligen Richtungsvektoren
der Ebenen und zum anderen Uber die lineare Abhangigkeit der Normalenvektoren.

Aufgabe 15:
Welcher Gleichung missen die Koordinaten des Punktes X(x;/X, /X3) genugen,

damit ein Punkt P(4/1/-1) die Entfernung 5 hat? Wo liegen alle diese Punkte X
geometrisch betrachtet?
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Aufgabe 16:

Gegeben sei die Gerade g und Punkt P im R*. g:x; +2x, =4 P(1/1)¢g

Wie nennt man diese Darstellung einer Geraden in der Ebene? Inwiefern weicht die-
se Darstellung von der Dir bekannten Art aus der Analysis (y = mx +b) ab? Bestim-
me diejenige Gerade h, die senkrecht zu g ist und durch P geht. (In Parameter- und
in Koordinatenform) Diese Gerade h schneidet g in P*, dem sogenannten "Lotful3-
punkt" (Lotful3punkt von P bezlglich g). Berechne seine Koordinaten. (Genauso kann

man eine Ebene e in R3 vorgeben und eine senkrechte Gerade h zu e errichten, die
P ¢ e enthalt. Der Schnittpunkt der Geraden h mit der Ebene wird wieder "Lotful3-
punkt" P* genannt (Lotfulpunkt von P bezlglich e).

Aufgabe 17:
Gegeben sind die beiden windschiefen Geraden
2 1 3 -1
g:X=|1|+s/0|undh:Xx=|4|+s| 4
5 3 2 1

(a) Bestimme die Ebene e; parallel zu g, die h enthalt.
(b) Bestimme die Ebene e, parallel zu h, die g enthalt.

(c) Bestimme den Abstand dieser beiden windschiefen Geraden g und h und die
jeweiligen Lotful3punkte.

Aufgabe 18:

Gegeben sei die Ebene e: 2x; + X, —5x3 =1
2 1

Langs der Geraden g: X =| 6 |+A| 2| falle ein Lichtstrahl auf e und werde an selbi-
2 1

ger reflektiert. Langs welcher Geraden h verlauft der reflektierte Strahl?

Aufgabe 19:
2 1

Ein Lichtstrahl fallt langs der Geraden g: x =| 1 |+ .| 1 | ausgehend vom Punkt
3 2

P (2/1/3) auf ein System dreier paarweiser senkrechter Spiegel und wird an diesen

reflektiert. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Spiegel in drei Koordina-

tenebenen eines kartesischen Koordinatensystems liegen.

(a) Verfolge den Weg des Lichtstrahls und gib an langs welcher Geraden h der
Lichtstrahl nach den drei Spiegelungen das System wieder verlafit.

(b) Welchen Abstand hat der Koordinatenursprung O (0/0/0) von g? Wie liegen ein-
fallende Gerade g und reflektierte Gerade h zueinander? Berechne deren Ab-
stand!
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Aufgabe 20:

(a) Man gebe die Gleichung der Ebene e an, die durch die Punkte A (2/0/0), B
(0/4/0) und C(0/0/6) geht.

(b) Wie sehen die Gleichungen der Ebenen aus, die zu e parallel sind und den Ab-
stand 6 von e haben?

(c) Welchen Winkel schlieRt die Ebene e mit der [x,;x5 ]-Ebene ein?

(d) Wo liegen die Punkte, die von e ebenso weit wie von der [x;;x, |-Ebene entfernt
sind?

Aufgabe 21:

Gegeben sei die Ebene e: 2x; + X, —5x3 =1

2 1
Langs der Geraden g: X =| 6 |+ )| 2 | falle ein Lichtstrahl auf e und werde an selbiger
2 1

reflektiert. Langs welcher Geraden h verlauft der reflektierte Strahl?

Aufgabe 22:
Fur welche Werte A hat das inhomogene Gleichungssystem

2 A+1 -2\x;) (A*-3
6 3 A-2|x,|=|20-5

A 0 1 X3 1
(a) unendlich viele
(b) eine

(c) keine Lésung?

Aufgabe 23:
Fur welche reellen Zahlen a und k ist das Gleichungssystem losbar, flr welche un-
|6sbar?

1 0 -k \xg -1

2 -1 1-2k|x,|=|a®-2

k -2 2k-1)x3) (1-2a®

Aufgabe 24:
Bestimme die Gleichung der Kugel K, die D(4/-5/-1) als Mittelpunkt hat und durch

P(6/2/0) geht.

Aufgabe 25:
Bestimme die Gleichung derjenigen Kugel K, die ihren Mittelpunkt im Ursprung O hat
und die Ebene E:2x; + X, +2x3 —12 =0 berihrt. Wie lauten die Koordinaten des

Beruhrpunktes?
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Aufgabe 26:

Gegeben sei die Gerade g durch die Punkte A(0/3/2) und B(2/3/0). Eine Kugel K
hat den Ursprung O als Mittelpunkt und berthrt dir Gerade g in T. Berechne den Ra-
dius r von K und die Koordinaten von T.

Aufgabe 27:
4 V]2
Gib eine Gleichung der Tangentialebene T, an, die die Kugel K:|x—| -5 =54 im
-1
Punkt A(6/2/0) berthrt. T, sei eine weitere Tangentialebene an K, die parallel zu
T, ist.

Bestimme eine Gleichung von T,.

Aufgabe 28:
Gegeben sind die Kugel K : X2 —25 =0 und die Ebene E :—3X1+4x3 -21=0.
(a) Zeige, dass die Kugel K die Ebene E schneidet und berechne Schnittkreisradius

r’ und Schnittkreismittelpunkt M
(b) Bestimme denjenigen Punkt auf der Kugel K, der von E maximalen Abstand hat.

Aufgabe 29:
NG

Gegeben ist ein Punkt P(10/5/12), der nicht auf der Kugel K :[ X —| 0 =36 liegt.
2

Bestimme die Koordinaten des Kugelpunktes Q, der von P minimalen Abstand hat.

Aufgabe 30:
5 2

Gib die Lange der Sehne an, die die Kugel K:|x—|5 = 36 aus der Geraden g
3

durch R(3/1/-1) und Q(3/2/-1) herausschneidet.

Aufgabe 31:
-5 1

Fir welches c e R ist die Gerade g:x =| 0 |+t 2| Tangente an die Kugel
-3 C

K:x?-25=07?

Aufgabe 32:

Gegeben sind die Kugel K : X?> =16 und die Ebene E :2x; + X, +2x3 =12. Durch

Spiegelung der Kugel K an der Ebene E erhalt man die Kugel K . Gib ihre Gleichung
an.

Aufgabe 33:
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2 2

3 -1
Gegeben seien die beiden Kugeln K; :[x—| 0 =36 und K, :[Xx—| 4 =36.
-2 0

Weise nach, dass diese durch eine Spiegelung an einer Ebene E ineinander tber-
gefuhrt werden kénnen. Bestimme eine Gleichung von der Spiegelebene E.

Aufgabe 34:
Gegeben ist die Ebene E :3x4 + X, + 2xX3 =12. Die zu E parallele Ebene durch den

Ursprung O heil3t E". Die Kugel K berihrt E” in O und E in Q. Bestimme die Koordi-
naten des Punktes Q und die Gleichung der Kugel K.

Aufgabe 35:

Gib eine Schar aller Kugeln K, an, die mit der Ebene E :2x; + 6X, + 3x3 =24 den
4 ]2

Schnittkreisradius r* = +/5 haben und die Kugel K:|x—|-5 =54 als eine mogli-
-1

che Kugel besitzt.

Aufgabe 36:
Eine Kugel K berthrt die Ebene E : x; + 2X, +2X3 —6 =0 im Punkt A(4/3/-2) und

geht durch den Punkt P(7/6/2) . Bestimme eine Gleichung dieser Kugel.

Aufgabe 37:
2 1

Gegeben seien die Gerade g:x =| 2 |+t| 6 | und die parallelen Ebenen
-1 2

Eq :5Xq +4X, +3x3 =-20 und E, :5%; + 4%, + 3X3 = 50. Gesucht ist eine Glei-

chung derjenigen Kugel K, deren Mittelpunkt M auf der Geraden g liegt und beide
Ebenen berihrt.

Aufgabe 38:
3\
Gegeben sind die Ebene E :2x; —2x, — X3 = -1 und die Kugel K:|x—| 0 =36.
-2

Bestimme je eine Gleichung der Ebenen E; und E,, die parallel zu E sind und aus
der Kugel K einen Schnittkreis mit dem Radius r™ =+/20 ausschneiden.
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