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1 Theorie

1.1 Das Skalarprodukt
1.1.1 Definition

Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.

ay by
as . b2 = a1b1 + a2b2 + a3b3
as bg

@-b=|a|b| cos

1.1.2 Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren d, g, ¢ und die reelle Zahl \ € R.

i) a@a-a>0 Positive Definitheit
iy d-d=0<=ad=0

i) @a-b=b-a Kommutativitit
i) @ (b+d)=a-b+a-é Distributivitéit
fiy) (@+0b)-é=ad-c+0b-¢

iv) (A\@)-b=a-(\b) =A@ b)

1.1.3 Anwendung

Gegeben sind die zwei Punkte A und B mit ihren zugehorigen Ortsvektoren @ und b und der
von ihnen eingeschlossene Winkel .

e Senkrechtstehen von zwei Vektoren:
Glbesd-b=0

e Linge (Betrag) eines Vektors:

@l = Vi d=/da+d+ a?
also: @ = |a*

e Winkel zwischen zwei Vektoren:

U
St

a1bi+azba+azbs
Va3 +a3+a3 /b3 +b3+b3

Cos =

oL
=

e Abstand zweier Punkte:

d(A, B) = |@ — b| = /(a1 — 01)2 + (ag — by)2 + (ag — bs)?

e Winkel mit den Koordinatenachsen (Richtungscosinus):

cos Z(d; €;) = ——=2— mit 1 =1, 2, 3 und

€1 =(1;0;0),é =(0;1;0),é =(0;0;1)
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1.2 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)
1.2.1 Definition

Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.

a; by asbs — azb,
a9 X b2 = —(a1b3 — agbl)
as b3 a1by — asby

|@ x b = |d||b] sin

1.2.2 Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren d, g, ¢ und die reelle Zahl \ € R.

i) @xb=—(bxa) Antikommutativitét
i) dxa=0
i) @x (\@) =0

i) (A@) x b=dx (Ab) = A(@x b)
iv)) @ax(b+d)=dxb+adxc Distributivitit
ivo) (@+b)XC=axXC+bx?

v) (@xb)yxé= (@ -&b—(b-d)a

vi) @ x b2 = |a[*[b? — (@ b)?

1.2.3 Anwendung

Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.

e Flicheninhalt des von den zwei Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms:

A= xb| = |a||b]sin

e Flicheninhalt des von den zwei Vektoren @ und b aufgespannten Dreiecks:

e Normalenvektor von den zwei Vektoren @ und b:

=dxbesgilt: 7 LaA7T Lb

St

e Lineare Abhéngigkeit von den zwei Vektoren @ und b:

@xb=0<=dund b sind linear abhéngig
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1.3 Das Spatprodukt
1.3.1 Definition

Gegeben sind die drei Vektoren d, g, C.

a b o
< da, b,5>:d'(b><é): as by ¢ :det(d', b,a
az by c3
< d, b, ¢ >= a1bycz + asbzcy + azbico — asbacy — asbics — absey Regel von Sarrus

1.3.2 Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren d, 5, C.

i)
ii)

i, b,
(

¢ >=< > zyklische Vertauschung
bx &) = (@ x b

STRUN

1.3.3 Anwendung

Gegeben sind die drei Vektoren @, g, C.

e Volumen des von den drei Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Spats:
V=|<dbé>|

e Volumen des von den drei Vektoren a, b und @ aufgespannten Tetraeders:
V=1<abé>|

e Lineare Abhingigkeit von den drei Vektoren d, b und &
<@, b, @>=0<= @, bund &sind linear abhéngig

e Vorzeichen des Spatprodukts von den drei Vektoren d, b und ¢

> 0<=a, bund @ bilden ein Rechtssystem
<, b, &> {4 =0<=d, bund sind linear abhéngig
< 0<=>d, bundc bilden ein Linkssystem
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1.4 Matrizen
1.4.1 Definition

Eine (m, n)-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema, das aus m - n Zahlen - Elemente ge-
nannt - besteht, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:

aip - Qip
A= (a;;) = : : mitl <i<mund1<j<n

m1 - Omn

Das Element a;; steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.
¢ heifdt: Zeilenindex
J heifit: Spaltenindex

1.4.2 Rechenregeln
Sind A = (a;;) und B = (b;;) zwei (m, n)-Matrizen, so gilt:
e Transponierte Matrix:
A" = (a;)
Zeilen werden mit Spalten vertauscht
e Gleichheit:
A=B<qgj=bjfirallel <i<mund1<j5<n
e Multiplikation mit einem Skalar:
M = Maij) = (Ma;;) mit A e R
Jedes Element der Matrix wird mit A\ multipliziert
e Addition:
A+ B = (ai;) + (bij) = (ai; + bij)
Elementeweises Addieren

e Transponieren einer Matrizensumme:

(A+B)"=A"+B"
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1.4.3 Produkt von Matrizen

Sei A = (ay;) eine (m, n)-Matrix und B = (bj;) eine (n, r)-Matrix.

n
A B = (cy) ist die (m, r)-Matrix, mit ¢ = > a;; - by firi=1, ..., mund k=1, ..., r
7j=1

cir ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B.
Es muf} also die Spaltenanzahl von A mit der Zeilenanzahl von B iibereinstimmen. Die Matri-
zen miissen zueinander passen!

Rechenregeln:

i) ABC)=(AB)C=ABC
i) (AB)T=B"A"
i) (AN =4

Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ!

1.4.4 Inverse Matrizen

Ist A eine quadratische (n, n)-Matrix und gilt A™*A = E, wobei E die (n, n)-Einheitsmatrix
ist, so nennt man A~! die Inverse Matrix zu A.

Rechenregeln:
i) (4B)" =B A7
i) (4)'=4

i) (A1) = (A7)

Die Inverse einer (2, 2)-Matrix berechnet sich wie folgt:

b
d ‘ =ad — bc =det A
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1.5 Determinanten

Jeder quadratischen (n, n)-Matrix A ist eine Zahl - ihre Determinante - zugeordnet. Man
schreibt det A oder |A|. Man definiert sie zunéchst fiir n = 2 und n = 3 und entwickelt damit
ein Verfahren fiir n > 3.

1.5.1 Definition der Determinante

e n=2:
. a; by
A= ( az by
b
— detA = |A| = “ ! ‘ = a1by — asby
az by
en=23
ap by
A= az by ¢
as b3 C3
ap by o
— detA == |A| = | Q9 b2 Cy | = a1b203 + a2b301 + a3b102 - Clgbgcl - a2b163 — a1b302
az by c3
e n>3

Man entwickelt die Determinante nach einer Spalte j oder nach einer Zeile i.
Man definiert die (n — 1, n — 1)-Matrix A;; als diejenige Matrix, die entsteht, wenn man
von der urspriinglichen Matrix A die ¢-te Zeile und die j-te Spalte streicht.

— Es gilt somit fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det A = |A|

;(_1)i+jaij|éij|

— Es gilt somit fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det A = |A|

;(_1)i+jaij|éij|

1.5.2 Eigenschaften und Rechenregeln fiir Determinanten
e Vertauscht man zwei Zeilen (Spalten), so dndert sich das Vorzeichen der Determinante.

e Multipliziert man eine Zeile (Spalte) mit der reellen Zahl a, so multipliziert sich die
Determinante mit der Zahl a.

e Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) dndert den
Wert der Determinante nicht.

e Rechenregeln:

) detA” =detA

) det(A- B) =detA-detB
iii) detA !'= 1

)

T detd
det(A- A) = \"-detA
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2 Aufgaben

Aufgabe 1: .
Fiir welche Zahlen k € R stehen die beiden Vektoren @ = (1;2k; 3) und b = (1; k; k)
aufeinander senkrecht?

Aufgabe 2: _ .
Die Vektoren @ und b mit |@| = 2 und |b| = 3 schlieflen einen Winkel von 30° ein.

=, —,

Berechnen Sie |(d@ + b) - (@ — b)|

Aufgabe 3: _
Fiir welche ¢ € R sind die Vektoren @ = (1; —1;1),b=(1;¢; 1) und &= (5;0; t + 3)
linear abhéngig?

Aufgabe 4: . .
Fiir die Vektoren a, b, ¢sei (@ x b) - ¢ = —2
Berechnen Sie (b X @) - (@ + b+ ¢)

Aufgabe 5:
Geben Sie die Zerlegung des Vektors ¢ = (0; —4; 3) in Komponenten nach den Vektoren

@=(1;-1;2) und b= (2;2; 1) an.

Aufgabe 6: _
Gegeben sind die Vektoren @ = (1;2; —1) und b= (k; 0; 1)

a) Essei k=2
Fiir welche Vektoren ¢ = (z; y; z) gilt dann:
(@-b)-é¢=(b-0)-a?
Hinweis: @ - b und b - & sind Skalarprodukte.

b) Fiir welche Werte des reellen Parameters k hat das von den Vektoren @ und b aufge-
spannte Dreieck den Flicheninhalt A = /2 ?

Aufgabe T7:
Gegeben sind die kartesischen Basiseinheitsvektoren ¢ = (1;0;0),57 = (0; 1;0) und
k=(0;0;1).

Geben Sie die Komponenten des folgenden Vektors U an:
T=(i4+J)x (i—j+k)

Aufgabe 8:
Von zwei Vektoren @ und b ist gegeben:
d=(1;—1;1) und |I;| = 4 und ihr eingeschlossener Winkel ist o = 60°.
Berechnen Sie das Skalarprodukt a - b

Aufgabe 9: _
Gegeben sind die zwei Vektoren @ = (1; —1; 2) und b = (2; p; —1):
Bestimmen Sie p € R so, dafl der Vektor ¢ = @ x b parallel zur =, y-Ebene verlauft.

Aufgabe 10: _
Gegeben sind die drei Vektoren @ = (1;1;2),b=(2; —1; 1) und = (0; 3; 3):

Zerlegen Sie den Vektor ¢ in Komponenten nach den Vektoren @ und b.
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Aufgabe 11:
Gegeben sind die zwei Vektoren @ = (2p; p; 2p) mit p # 0 und b= (2;4; q).
Wie miissen die reellen Parameter p und ¢ gewahlt werden, damit die Vektoren @ und b
ein Quadrat aufspannen?

Aufgabe 12: _ B
Gegeben sind die drei Vektoren d, b, ¢. Bestimmen Sie p € R so, daf§ der Vektor a + pb
senkrecht auf ¢ steht.

Aufgabe 13:
11 1
Gegeben ist die Matrix A, = | m 0 0 | mit m e R.
m 0 m

a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A,,. Fiir welche Werte von m € R ist die
Determinante von 0 verschieden?

b) Gegegben ist das lineare Gleichungssystem

T 1
Am ) = 0
T3 0

Losen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhéingigkeit des Parameters m.

c) Im folgenden sei m = 2
Fiir welche A\ € R hat das System

o X1
Az T2 =A o)
xs3 X3

nichttriviale Losungen?

Aufgabe 14:
Durch die Matrix

4 -1 9—-a
A, = 2 -3-a -1 mit ¢ € R
3—a 2 4
ist das homogene lineare Gleichungssystem A, -7 = 0 gegeben.
Zeigen Sie, dafl das LGS genau dann nichttriviale Losungen besitzt, wenn gilt:
a® — 9a? — 30a + 88 = 0
Bestimmen Sie die Losungen dieser Gleichung (eine Losung kann leicht erraten werden).

Aufgabe 15:
Durch die Matrix
1 =2 1 1—p
A, = -1 p—1 2 und b, = 2 mit p € R
1 -3 p+2 0

ist das inhomogene lineare Gleichungssystem A, -7 = I;p gegeben.

Fiir welche Werte von p ist das Gleichungssystem eindeutig losbar?

Geben Sie in diesem Fall nur die Lésung x; in Abhingigkeit von p an.

Hinweis: Verwenden Sie hierfiir aus strategischen Griinden die Cramersche Regel
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Aufgabe 16:
Bestimmen Sie die Matrix A, ;) mit den Elementen

itk e
aik:{( DI i i<k 1 sud k=1, 2, 3

) fir >k
Aufgabe 17:
Gegeben sind die Matrizen
p 0 0 4 0 0
A,,=1 01 ¢ |und B=| 0 2 3
0 2 —1 0 3 5
Bestimmen Sie die reellen Parameter p und ¢ so, daf§ gilt:
T
Apq- Ay, =B
Aufgabe 18:
Gegeben sind die Matrizen
1 -2 3 6 1 2 4 )
0o 2 0 0 2 -1 1 3
A=l 4 1 o |mdB=1 o | o o
0 5 1 -3 -4 2 -2 -6

Welchen Wert besitzen die jeweiligen Determinanten?
Anmerkung: Verlangt ist entweder eine Berechnung oder eine Begriindung fiir den Wert.

Aufgabe 19:
Gegeben sind die Matrizen
14a 1 -1 -1 11
1 -1 a O a a .
A, = 1 1 0 a und B, = 11 mit a € N
1 —a 0 —a —a a

Berechnen Sie EE -A

a

Aufgabe 20:
Gegeben ist die Matrix

l—a 2a¢a a-—3
A, = 1 20 24+2a | mitae R
a —a 5

Fiir welche Werte von a verschwindet die Determinante?
Berechnen Sie A! fiir a = 1 und 16sen Sie damit das LGS

0
Al.f: ]_
2
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3 Losungen

W N =

)
)
)
)
)
6a)

6b)
7

O oo
~— ~— ~—

5
ty=—1,ty =2
2

e=2i—1b
g=t(-1; —2; 1)
ki=—1,ky =2
7= (1; -1; —2)
2/3

p=-2
g=2a—b
p==x2,¢q=—-4
p=-§

m #0

331:0,1'2:1,133:0
)\1:1, )\2,3:1:i:\/5
a1:2,a2:11,a3:—4

pEOAD#2, @) = —LE2t3

p
1 -1 1
42:3:(2 4 —1)

p=%42 qg=-1
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det A =2 (Entwicklung nach der 1. Spalte), det B = 0 (Zeile 2 und Zeile 4 sind 1. a.)

3a —ad*—a+2 a*-1

14

a1 =0,a0=5 A" =1 -1
-3

BT . A :(a—I—Z a’—a

—a?+a—1

L= (4; —

N[
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