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1 Zusammengesetzte Funktionen

Zusammengesetzte Funktionen f(z) bestehen aus mehreren Teilfunktionen fi(z), fo(z), ..., fu(x),
die an den sogenannten Nahtstellen xg, =1, ..., x, zusammengefiigt werden.

fi(z) fir z <x
_ ) flz) fir zy<z<m
flo)=1q 77, fiir .-
falz) fir 2,4 <2<,

1(x) fir =<z

fir zo <z <
fir

Iz) fir x, <z <uz)y

(x) fiir x <z
" .
" - 2 (ZC) fir To < T <1
f (‘T) - . fur
fTIL,(:C) fllI' Tpn1 << Ty

Dies bedeutet, dal die Teilfunktionen einen eingeschréankten Definitionsbereich (wie angegeben)
besitzen und auch nur in diesen Grenzen untersucht werden miissen.

Nun ist es aber zusétzlich wichtig, was genau an den Nahtstellen passiert.

Man will man wissen, wie sich die Funktionswerte und Tangentensteigungen an den jeweiligen
Nahtstellen verhalten, also untersucht man deren links- und rechtsseitigen Grenzwert:

Fiir die erste Nahtstelle:
lim fi(z)

CE—)CL‘O

liIIl7L f2 (ZC)

CE—)CL‘O
Sind diese Werte gleich, so ist die Funktion f(x) an dieser Nahtstelle stetig, d.h. sie macht keinen
Sprung. Dasselbe fiihrt man fiir die anderen, verbleibenden Nahtstellen durch.

Fiir die erste Nahtstelle:
lim f{(x)

T—=T
lim f}(x)
Z‘HIJ

Sind diese Werte gleich, so hat die Funktion f(x) an dieser Nahtstelle dieselbe Tangentensteigung,
d.h. sie hat keinen Knick. Dasselbe fiihrt man fiir die anderen, verbleibenden Nahtstellen durch.

Sind beide Bedingungen erfiillt, so sagt man die Funktion sei differenzierbar (also kein Sprung
und kein Knick), ist nur die erste Bedingung erfiillt, so sagt man die Funktion sei stetig (also
kein Sprung).
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1.1 Musteraufgabe
Gegeben ist die Funktion

2
2 + 72

V1—22 fiir

a) Zeigen Sie, dafi f(z) an der Stelle zy = 0 stetig und differenzierbar ist.

fiir x <0

flx) =

0<z<1

b) Wie lautet die Gleichung der Tangente im Punkt P(1/0)?

c) Berechnen Sie die Koordinaten des Wendepunkts W. (Auf den Nachweis des Wendepunktes
kann verzichtet werden)

d) Welches Verhalten hat die Funktion fiir z — —o00?

e) Zeichnen Sie das Schaubild der Funktion.

Loésung
Bilden der 1. und 2. Ableitung:
T . 2 — 3z° .
—4m fir =« <0 — m fir =z <0
f'(x) = f'(x) =
z 1

fir 0<z<1

_\/1—:52

a) Untersuchung auf Stetigkeit:

z—0t

fir 0<z<x1

(1—22)y/T— 22

Somit ist die Funktion an der Nahtstelle zy = 0 stetig. (Kein Sprung bei A(0/1))

Untersuchung auf Differenzierbarkeit:

lim —4———==0
:vi)r(r)l* (2 + III2)2

Somit ist die Funktion an der Nahtstelle 25 = 0 differenzierbar. (Kein Knick bei A(0/1),
gemeinsame Tangentensteigung 0, also waagrechte Tangente)

b) Berechnung der Steigung der Tangente im Punkt P(1/0):
T

m= lim —

z—=1— /1 — 72

Die Gleichung der Tangente lautet also: x =1

— —o00, also senkrechte Tangente (Parallele zur y-Achse durch P)
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c¢) Die notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt ist f”(z) = 0, auf die hinreichende Bedin-
gung darf laut Aufgabenstellung verzichtet werden, d.h. man spart sich die 3. Ableitung.
Nur die erste Teilfunktion hat Nullstellen der 2. Ableitung:

2 — 322

=2-322=0

2
= (r, = \/;), da nicht im Definitionsbereich

2
To = — —

3
3

floz) = 3= W(—y/2/3)

d) Bestimmung des Grenzwertes fiir z — —oo:

li =0

Das bedeutet, dafl die negative x-Achse waagrechte Asymptote ist.
e) Skizze:
/()

A

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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1.2 Aufgaben zu zusammengesetzten Funktionen

Aufgabe 1:
Gegeben ist die Funktion

1—COS§ fur 0<x<3m

fo={
S fir x > 3

(z = b)
a) Zeigen Sie, dal f(x) mit @ = 16 und b = 37 — 4 an der Stelle xy, = 37 stetig und
differenzierbar ist.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten und den Typ aller Extrema der Funktion f(x).

c) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten (Rechts- oder Linkskurve) in der Umgebung
der Nahtstelle o = 37 .

d) Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f(x).

e) Die Kurve von f(x) schliefit mit der z-Achse im Bereich 0 < z < w mit u > 37 eine
Fléche ein. Berechnen Sie den Flicheninhalt A(u) dieser Fliche, sowie den Grenzwert

lim A(u).
U—00
Aufgabe 2:
Gegeben ist die Funktion
4x
52 fiir 0<z<+3

a- e’ fiir z >3
a) Wie miissen a und b gewihlt werden, daf§ f(x) an der Stelle o = /3 stetig und diffe-
renzierbar ist.

b) Bestimmen Sie fiir diese Werte ¢ und b die Koordinaten und den Typ aller Extrema der
Funktion f(z).

c) Ermitteln Sie die Stammfunktion F(z).
d) Berechnen Sie den Flicheninhalt A, den die Funktion f(x) mit der z-Achse einschliefit.

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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Aufgabe 3:
Gegeben ist die Funktion

12z
3+ 22 -

flx) =

b(z—3)

a-e fir Tz >3

a) Wie miissen a und b gewéhlt werden, dal f(x) an der Stelle 7 = 3 stetig und differen-
zierbar ist.

b) Bestimmen Sie fiir diese Werte a und b die Nullstellen und die Koordinaten und den Typ
aller Extrema der Funktion f(x).

c) Skizzieren Sie das Schaubild von f(z).

d) Es sei nun @ = 3 und b € R. Fiir welche Werte von b schlieBen die Funktionskurve und
die z-Achse fiir £ > 0 eine endliche Flache ein? Berechnen Sie in diesen Fillen den
Flécheninhalt A(b).

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



© j. gilg 04 UBUNGEN ZU FUNKTIONEN 6

2 Betragsfunktionen

Bei einer Betragsfunktion f(z) besteht zumindest ein Teil der Funktion aus einem Betrag. Das,
was in den Betragsstrichen steht nennt man Argument arg(z). Man kann diese Funktion folgen-
dermaflen in Teilfunktionen aufsplitten:

Ist arg(z) > 0 (dies ist der Definitionsbereich dieser Teilfunktion), so ersetzt man die Betragsstri-
che in f(x) durch eine Plusklammer.

Ist arg(z) < 0 (dies ist der Definitionsbereich dieser Teilfunktion), so ersetzt man die Betragsstri-
che in f(x) durch eine Minusklammer.

Die restliche Funktionsuntersuchung ist dieselbe wie bei zusammengesetzten Funktionen.

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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2.1 Musteraufgabe
Gegeben ist die Funktion f(z) = z - e~17l

a) Schreiben Sie die Funktion f(z) in betragsfreier Form und untersuchen Sie f(x) auf Symme-
trieeigenschaften.

b) Untersuchen Sie f(x) im Nullpunkt auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Wie verhilt sich
f(z) fir x — +o0?

c) Bestimmen Sie die Extremwerte von f(z) und skizzieren Sie die Kurve.

d) Es sei fiir u > 0 ein Punkt P(u/0) auf der x-Achse und Q(u/f(u)) der zugehorige Punkt auf
der Funktionskurve. Wir betrachten nun das Dreieck OPQ, mit O(0/0). Bestimmen Sie den
Flicheninhalt A(u) des Dreiecks in Abhéngigkeit von w. Fiir welchen Wert von u wird die
Flache maximal?

e) Berechnen Sie in Abhéngigkeit von ¢ den Wert des Integrals
t
I(t)= [z e "ldr mit 0 <t < oo
0

Bestimmen Sie daraus den Grenzwert lim ().

t—00
Loésung
ol Jowe® i x>0
a) flx) = ze { xe® fir x<0
o | A=x)e™™  fir >0 won | (@=2)e® fir >0
fi(z) = { (1+z)e” fir x<0 fi(w) = (z+2)e” fir <0

Symmetrie:

f=2) = (=a)e ¥ = —ve ¥l = —f(a)

Punktsymmetrie zum Ursprung

b) Untersuchung auf Stetigkeit im Nullpunkt (Nahtstelle):
lim f(z) = lim ze ™ =0
z—0t z—0t
lim f(z) = lim xe® =0

r—0~ rz—0~

Die Funktion f(x) ist an der Nahtstelle stetig

Untersuchung auf Differenzierbarkeit im Nullpunkt (Nahtstelle):
lim f'(x) = lirn+(1 —r)e " =
z—0

z—0t
lim f'(z) = lim (1 +xz)e” =1
z—0~ z—0~

Die Funktion f(z) ist an der Nahtstelle differenzierbar

Verhalten fiir x — +o00

lim f(z)= lim ze * =0"
T—+00 T——+00

lim f(x)= lim ze® =0~
T—r—00 Tr—r—00

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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c) Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung reicht es, die Funktion f(z) im Bereich z > 0 zu
untersuchen.
Extrema: f'(x
(1—x)e ™

Fr(an) = (1
)

1 So&
il [

fla) = f(1 %
= H(1/1), aus Symmetriegriinden folgt 7'(—1/ — 1)
Skizze:
f(z)
Q
O
T
P

d) Fiir den Flidcheninhalt des Dreiecks gilt:
A(u) = suf(u) = sue™ mit u > 0

Al(u) = % (2 — u)u

A'(u) = Je"(u? — du + 2)

Die notwendige Bedingung fiir ein Extremum: A’(u) =0

e (2 —uwu=0

Uy = 0, U9 = 2

Hinreichende Bedingung:
A"(uy) = A”(0) = & > 0 relatives Minimum, (macht keinen Sinn, da Maximum gesucht ist)
A"(ug) = A"(2) = —% < 0 relatives Maximum

Untersuchung der Rénder:
lim A(u) =

z—0t
lim A(u) =0

T—+00

Hieraus folgt fiir us = 2 ein absolutes Maximum

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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e) Berechnung des Integrals:
¢
I(t)= [x-e " dr mit 0 < ¢ < oo, da t > 0 vereinfacht sich das Integral zu:
0

t
I(t)= [z e "dz
0

Mit Hilfe der Produktintegration wéhlen wir g(x) = 2 und f'(z) =e™*

t

It)= [z e ®dx = [—:L'e*"”]f] — Of(—e*I) dr = [—:L'e*"”]f] — [e*I]g =1-—(1+t)e"

o

Der Wert des Integrals ist somit:
It)y=1—(1+¢t) e

Der Grenzwert fiir t — 400 ergibt
lim I(t)=1

t——+o00

(:)IO © 2004 Jurgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielféltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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2.2 Aufgaben zu Betragsfunktionen

Aufgabe 1:

—1
Gegeben ist die Funktion f(x) = |2 |

/T
a) Schreiben Sie die Funktion f(z) in betragsfreier Form und bestimmen Sie den Definiti-
onsbereich.

b) Untersuchen Sie f(z) im Punkt P(1/f(1)) auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Bestim-
men Sie Nullstellen, Asymptoten sowie Extrema (Lage und Art) der Funktion f(z).

c) Zeigen Sie, daf} die Funktion f(z) fiir 0 < x < 1 streng monoton fallend ist und fiir z > 1
einen Wendepunkt besitzt. Geben Sie seine Koordinaten an.

d) Skizzieren Sie die Funktion f(z).
Aufgabe 2:
Gegeben ist die Funktion f(x) = |z — 2| - €”
a) Schreiben Sie die Funktion f(z) in betragsfreier Form.
b) Bestimmen Sie Nullstellen, Asymptoten und Extremwerte der Funktion.

c) Zeigen Sie, dafl die Funktionskurve einen Wendepunkt besitzt. Ermitteln Sie die Koor-
dinaten des Wendepunkts und geben Sie die Gleichung der Wendetangente an.

d) Zeigen Sie, dafl die Funktion f(z) an der Stelle zy = 2 nicht differenzierbar ist. Geben
Sie die Steigungen der Links- und Rechtstangenten im Punkt P(2/f(2)) an.

e) Skizzieren Sie das Schaubikld der Funktion f(z)

f) Die Funktionskurve von f(x) schliet fiir x < 2 mit der z-Achse eine endliche Fliche A,
ein. Berechnen Sie A;.
Fiir 2 < z < a begrenzen die Funktionskurve von f(z), die z-Achse und die Gerade
x = a ein Flachenstiick mit dem Inhalt A;. Bestimmen Sie a so, daf die beiden Flichen
Aj und A, gleich grof} sind.

Aufgabe 3:
Gegeben ist die Funktion f(z) = 22 - e Il
a) Stellen Sie die Funktion f(z) in betragsfreier Form dar.

b) Untersuchen Sie f(x) auf Symmetrie. Bestimmen Sie den Grenzwert lir_{l f(z).
Tr—r+00

c) Untersuchen Sie die Funktion f(z) und f'(x) auf Stetigkeit an der Stelle zy = 0.
d) Bestimmen Sie die z-Koordinaten simtlicher Extrema und Wendepunkte von f(z).
e) Skizzieren Sie den Verlauf der Kurve von f(z).

f) Das Schaubilder der Funktion f(z), die positive z-Achse begrenzen im Intervall [0; ] eine
Fliche mit dem Inhalt A(b). Berechnen Sie A(b). Was ergibt sich fiir b — +o00?

Zur Berechnung der Stammfunktion diirfen nur die folgende Rekursionsformel
[am-edy = L1an. e — 2 [gnTl. g0t dy

sowie die Grundintegrale von [ z"dz und [ e*® dx benutzt werden.

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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3 Wurzelfunktionen

Anders als bei gebrochenrationalen Funktionen, deren Definitionsbereich alle reellen Zahlen bis
auf hochstens endlich viele Ausnahmen umfafit, kann es bei Wurzelfunktionen ganze Intervalle der
x-Achse geben, fiir welche der Funktionsterm nicht definiert ist. Ein weiterer Unterschied betrifft
die Differenzierbarkeit. Wihrend eine rationale Funktion an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches
differenzierbar ist, kann eine Wurzelfunktion am Rand ihres Definitionsintervalls zwar noch defi-
niert, muf} aber nicht differenzierbar sein (nur linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung existiert
und es gibt moglicherweise senkrechte Tangenten). Das Verhalten einer Wurzelfunktion am Rand
ihres Definitionsbereichs erfordert meist eine gesonderte Untersuchung. Ist der Definitionsbereich
unbeschrinkt, so kann das Schaubild waagrechte oder schiefe Asymptoten besitzen. Deren Ermitt-
lung ist jedoch nicht mehr in ebenso einfacher Weise (z. B. nicht mehr durch Polynomdivision)
moglich wie bei gebrochenrationalen Funktionen.

Bemerkung: Die Wurzelfunktionen bilden keine in gleicher Weise iibersichtliche Funktionenfamilie
wie z. B. die gebrochenrationalen Funktionen.

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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3.1 Musteraufgabe

Gegeben ist die Funktion f,(z) = =% fira >0

V16 — z2

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f,(z). Fiir welche Werte des Parameters
a besitzt f,(z) Nullstellen?

b) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion am Rand des Definitionsbereiches.
Hinweis: Fallunterscheidung 0 <a <4,a=4,a >4

x
V16 — 22

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion g(x) und untersuchen Sie
das Verhalten der Funktion g(x) am Rand des Definitionsbereichs.

c) Nun sei ¢ = 0 und man erhilt die Funktion g(x) =

d) Untersuchen Sie die Funktion g(z) auf Symmetrie, Achsenschnittpunkte, Extremwerte und
Wendepunkte (auf die hinreichende Bedingung eines Wendepunktes wird verzichtet).

e) Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion g(z).
Loésung

a) Definitionsbereich:
Der Radikand r(z) = 16 — 22 steht im Nenner und unter der Wurzel, also gilt fiir den Defi-
nitionsbereich:
r(z) >0
16 — 22 > 0 oder 22 < 16 = —4 < z < 4 oder |z]| < 4

Nullstellen: f,(z) = 0 mit a > 0

r—a=0=xy=amita >0

Da der Definitionsbereich —4 < x < 4 ist gilt fiir die mdglichen Nullstellen:
4 <a<4dmita>0=0<a<4

b) Die Rinder sind x — —4" und z — 4~

1.Fall: 0 <a < 4

>0 <0
~ —~ =
. T —a . T —a
lim — 5 4oound lim — — —©

14~ /16 — 22 -4+ /16 — 22

2. Fall: a =4
<0
—4 4 —zx Tz —4
lim ! | =0und lim —— = —©

R |
z—4— /16 — 12 :vigl* 44z z——4+ /16 — g2

3. Fall: a > 4
<0 <0
—~ = ~ =
. Tr—a . Tr—a
lim —— = —ocound lim — — —0

x4~ /16 — 22 z——4+ /16 — 12

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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c) Man erhilt g(x) fiir a = 0, also es existieren Nullstellen vgl. a) und fiir die Rénder gilt der 1.
Fall aus b).
Die Ableitungen sind:

oy 16
g'(x) = —(128_ o
9"(x) = W

d) Symmetrie:
N ) r

YT = AV T

Punktsymmetrie zum Ursprung

Nullstellen: g(z) =0

z1 =0= N(0/0)

Die Steigung in der Nullstelle N ist ¢'(0) = 1
Extrema: ¢'(x) =0

keine Losung und somit keine Extrema

Wendepunkte: ¢”(x) =0
9 = 0= W(0/0)

e) Skizze:

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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3.2 Aufgaben zu Wurzelfunktionen

Aufgabe 1:
4
Gegeben ist eine Funktion f(z) = — T itz eR

V1+ x?
a) Bestimmen Sie die Symmetrie der Funktion f(z) und ihre Asymptoten. Bestimmen Sie

den Wendepunkt (auf die hinreichende Bedingung wird verzichtet).

b) Zeigen Sie, dal f(z) im gesamten Definitionsbereich streng monoton steigend ist und
berechnen Sie die Umkehrfunktion f(z).

c) Skizzieren Sie f(z) fiir —4 < 2 < 4 und f(z) fiir z > 0 in ein gemeinsames Koordinaten-
system.

d) Die Funktionen f(x) und f(z) umschlieBen im 1. Quadranten einen Flicheninhalt. Be-
rechnen Sie seinen Inhalt.

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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4 Gebrochenrationale Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion ist der Quotient aus zwei ganzrationalen Funktionen P und Q.
Man schreibt sie wie folgt:
P(x)

flz) =

= Q)
Man nennt P(z) das Zdhlerpolynom und @(x) das Nennerpolynom. Diese lassen sich wie folgt
darstellen:
P(x) = ap + a1z + apx® + ... + a,a™, mit a, #0, a; € R, mit (i =0, 1, 2,
Q(x) = by + by + box® + ... + bpx™, mit by, # 0, b; € R, mit (i =0, 1, 2,

...,n)und n € N°
..., m) und m € N°
Hierbei bezeichnet man mit n den Zihlergrad und mit m den Nennergrad. a, und b, heiflen
Gradfaktoren des Z#hlers bzw. Nenners.

Ist n < m, so spricht man von einer echt gebrochenrationalen Funktion und ist n > m so spricht
man von einer unecht gebrochenrationalen Funktion.

i) Definitionsbereich
Die Funktion f ist fiir alle x € R ohne Q(x) = 0 definiert.
In Worten: Alle Werte aufler den Nennernullstellen sind zugelassen

ii) Symmetrie
Wir untersuchen auf Symmetrieeigenschaften einer gebrochenrationalen Funktion, in dem
wir separat Zéhler- und Nennerpolynom auf deren Symmetrieeigenschaften untersuchen und
dann Riickschliisse ziehen.

e Sind jeweils beide Polynome - sowohl Zihlerpolynom als auch Nennerpolynom - gerade
oder beide ungerade, so ist die gebrochenrationale Funktion gerade. Man kann daher
ganz leicht zeigen:
f(=z) = f(x). Achsensymmetrie bezglich der y-Achse

e Sind die beiden Polynome verschieden - also das eine gerade und das andere ungerade
- bzw. umgekehrt, so ist die gebrochenrationale Funktion ungerade. Man kann daher
ganz leicht zeigen:
f(—=z) = —f(z). Punktsymmetrie zum Ursprung

e st mindestens eines der beiden Polynome weder gerade noch ungerade, dann ist keine
der beiden Symmetrien vorhanden.

iii) Asymptoten
Bei Asymptoten untersucht man das Verhalten der Funktion fiir grofle Werte von z, also was
passiert mit den Funktionswerten f(z) fiir || — oo oder in der mathematischeren Form:

lim f(x)
|z|— 00
e Zéhlergrad kleiner Nennergrad, also n < m, es handelt sich also um eine echt gebro-
chenrationale Funktion.
Somit ist y = 0, also die z-Achse waagrechte Asymptote,
weil lim f(z) =0

|z| =00

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor
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e Ziahlergrad gleich Nennergrad, also n = m, es handelt sich also um eine unecht gebro-
chenrationale Funktion.

Somit ist y = b—n, also eine Parallele zur x-Achse waagrechte Asymptote,
m

weil lim f(x) = In
|z|— 00 bm
e Ziahlergrad grofler Nennergrad, also n > m, es handelt sich also um eine unecht gebro-
chenrationale Funktion.
Somit ist eine Polynomdivision erforderlich.
Man erhélt dadurch eine ganzrationale Funktion G und eine echt gebrochenrationale

Restfunktion R. Die Polynomdivision liefert also:
P

f(z) = Plz) = G(x) + R(z), mit lim R(x) = lim (f(x) — G(z)) =0,
Q(l‘) |z|— 00 |z| =00

weil R(x) eine echt gebrochenrationale Funktion ist.
G(z) ist somit schiefe, ganzrationale Asymptotenkurve vom Grad (n — m).

iv) Hebbare Stetigkeitsliicken und Pole
In Frage kommen nur die Definitionsliicken, also die Nennernullstellen, also Q(z) = 0.
Man bringt Z#hler- und Nennerpolynom in Nullstellenform und kiirzt soweit wie moglich.
Die gekiirzte Darstellung einer gebrochenrationalen Funktion bezeichnen wir nun mit:

plz) .
flr) =—=, mit Q(x) #0
(@) = 23, mit Q(x)
e Hebbare Stetigkeitsliicken
Diese liegen an denjenigen Stellen, wo sich eine Nennernullstelle vollstindig heraus-
gekiirzt hat. Das Schaubild hat an diesen Stellen nur eine Liicke - deshalb hebbar.

(Man kann sie nachdefinieren - stetig fortsetzen)

e Pole (Unendlichkeitssprungstellen)
Diese liegen an den iibrigbleibenden Nennernullstellen der gekiirzten” Darstellung.
Ist die Nennernullstelle von ungeradzahliger Ordnung, so hat das Schaubild dort einen
Pol mit Vorzeichenwechsel. (Pol mit VZW)
Ist die Nennernullstelle von geradzahliger Ordnung, so hat das Schaubild dort einen
Pol ohne Vorzeichenwechsel. (Pol ohne VZW)

v) Nullstellen
Nullstellen der gekiirzten gebrochenrationalen Funktion sind gleich den Nullstellen des iibrig-
bleibenden Z&hlerpolynoms.

p(x)

f(x) = == = 0 vereinfacht sich zu:
q(z)
p(x) =0
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© j. gilg 04 UBUNGEN ZU FUNKTIONEN 17
4.1 Musteraufgabe

Gegeben ist die Kurvenschar f,(z) = mit a # 0

2+ a

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter a (Fallunterscheidung a > 0 und a < 0)
Nullstellen und Symmetrie,
Asymptoten und Polstellen,
Extremwerte und deren Typ,
Koordinaten von Wendepunkten (ohne hinreichende Bedingung).

b) Skizzieren Sie mit Hilfe von a) die Funktionskurven fiir « = 1 und @ = —1 in ein gemeinsames
Koordinatensystem. (Einheiten jeweils 2 cm)

c) Im folgenden sei a = 1. Bestimmen Sie den Flécheninhalt A(u) des Dreiecks mit den Eckpunk-
ten A(=u/fi(=u)), B(u/fi(u)), C(0/1).

Zwischenergebnis: A(u) =

u?+1
Fiir welchen Wert von u > 0 wird dieser Fldcheninhalt maximal und wie grof3 ist dieser
maximale Flicheninhalt?

d) Im folgenden sei a > 0. Bestimmen Sie die Gleichung der Wendepunktstangenten in Abhéngig-
keit von a. Zeigen Sie, daf} sich die Wendepunktstangenten aller Scharkurven in einem ge-
meinsamen Punkt auf der y-Achse schneiden. Wie lauten die Koordinaten dieses Schnitt-
punkts S?

Loésung
Die Ableitungen sind:
/
= 20—
fale) = 20 s
" 322 —a

fo(x) = —QGW

a) Nullstellen: f,(z) =0
22 =0 = x5 = 0 Doppelnullstelle (Extremum) bei N; 5(0/0) unabhéngig von a

Symmetrie:
(—2)?2 a2

fa(=2) = (—z)2+a 224a = fal@)

Achsensymmetrie zur y-Achse, unabhéngig von a

Asymptoten:

a
_ - 2?2+4a
Waagrechte Asymptote bei y = 1 unabhéngig von a

Nach Polynomdivision erhélt man: f,(x) =1 —

Polstellen: Nennernullstellen

> +a=0

Fiir a > 0 keine Losungen, also keine Pole

Fiir a < 0 folgt w3 4 = ++/—a Zwei Polstellen mit Vorzeichenwechsel
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Extrema: f!(x) =0

Ty = 0 9
iws) = £2(0) = =

Fiir a > 0 folgt ein Tiefpunkt 7°(0/0)
Fiir a < 0 folgt ein Hochpunkt H(0/0)

Wendepunkte: f/(z) =0

322 —a=0
2 a
x:

3
Fira > 0

Te,7 = j:\/g hinreichende Bedingung (3. Ableitung) nicht verlangt.

a 1
Fulae) = fa(i\/; -2
folgen zwei Wendepunkte Wi o(+ \/g/i)

Fiir a < 0 keine Losungen, also keine Wendepunkte

b) Skizzen:
=1
“ f(z)
y=1
x
a=1
f(x)
C y=1
A B
Wy wy .

18
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c¢) Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks gilt:
3

1 u
A = —2u(l — =y — =
Von dieser Fliacheninhaltsfunktion sucht man das absolute Maximum

mit u > 0

N u? —1
A(u)__(z(ﬂJrl)?)
weoN u(u? —3
AT =20y

Notwendige Bedingung: A’(u) =0
U2—1:0:>U172::|:]_
Laut Definitionsmenge kommt nur u; = 1 in Frage

Hinreichende Bedingung:
A"(uy) = A"(1) = —35 < 0 = relatives Maximum

Alu) = A(1) = 5
Untersuchung der Definitionsrander: u €]0; +o00|
lim A(u) =0
u—0"
lim A(u) =0
U—>—+00

Es handelt sich hierbei um ein absolutes Maximum fiir u; — 1 und der maximale Flichen-
inhalt ist
Apax = A(1) = L

2

d) Die Funktionenschar ist achsensymmetrisch zur y-Achse, deshalb reicht es die Wendetangente
im 1. Quadranten zu berechnen:
Wi(y/5/%)

Die Steigung der Wendetangente erhélt man mit der 1. Ableitung:
m=fi(\/3) = w3

Mit der Punkt-Steigungsform erhilt man die Gleichung der Wendetangente:
1
y—g 9 Ja

~8V3

a
x 3

Dies nach y aufgel6st ergibt die Tangentengleichung:

:>_9a 1
Y=%a\/3 "3

Man sieht hier leicht, da} der y-Achsenabschnitt unabhéngig von a ist und somit gehen
alle Wendetangenten durch den Punkt S(0/ — )
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4.2 Aufgaben zu gebrochenrationalen Funktionen

Aufgabe 1:

3 5 2
Gegeben ist die Funktion f(x) = v+ ow

2 4+ 2x —3
a) Welche Asymptoten besitzt das Schaubild?

b) Zeigen Sie, daB sich das Schaubild der Funktion f(x) und die Gerade y = z+3 schneiden.
Bestimmen Sie den Schnittpunkt.

c) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funkton f(z).
d) Skizzieren Sie das Schaubild von f(z).

Aufgabe 2:

Gegeben ist die Kurvenschar f,(x) = mit a # 0

2

r° 4+ a

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom Parameter a den Definitionsbereich, Asymptoten,
Symmetrie, Achsenschnittpunkte und Extremwerte der Funktionenschar.

b) Es seia =3
Geben Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus a) die Asymptoten und Extremwerte der Funk-
tion f3(x) an und skizzieren Sie die Kurve fiir —5 <z <5.

c) Esseia=-3
Geben Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus a) die Asymptoten (falls vorhanden), Ex-
tremwerte und Wendepunkte der Funktion f_3(z) an und skizzieren Sie die Kurve
fiir -5 <x <5.

d) Es sei u > 0. Die Funktionskurve f 3(x) und die Geraden y = x und = = u schlieen im
1. Quadranten eine endliche Fliche A(u) ein. Berechnen Sie A(u). Fiir welchen Wert
von u wird A(u) =3 -1In37
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5 Trigonometrische Funktionen

5.1 Die trigonometrischen Standard-Funktionen

e Die Standard-Sinus-Funktion f(x) = sinz hat die Periode 2,
geht durch den Punkt O(0/0) und fingt von dort an nach oben zu schwingen.

()

2T

|

3

|
B
w
B

ol ——

-1

e Die Standard-Cosinus-Funktion f(z) = cosz hat die Periode 27,
geht durch den Punkt O(0/1) und fingt von dort an nach unten zu schwingen.

()

0ol
3

5.2 Symmetrie der trigonometrischen Standard-Funktionen

e Die Standard-Sinus-Funktion f(z) = sinx ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
Es gilt also:
sin(—z) = —sinx

ferner gilt auch sin(—bx) = — sin(bx)

e Die Standard-Cosinus-Funktion f(z) = cosx ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.
Es gilt also:
cos(—x) = cosx

ferner gilt auch cos(—bx) = cos(bx)
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5.3 Kompliziertere trigonometrische Funktionen

Die folgenden trigonometrischen Funktionen in Norm-Darstellung (b > 0)
f(x) =asinb(x +¢)] +d

und

f(x) = acos[b(x + ¢)] + d sind fiir alle z € R definiert.

Die Parameter |a|, b > 0, ¢, d haben folgende Bedeutungen:

|a| Amplitude der Funktion

a > 0: Erhalten der Richtung der Standard-Funktion

a < 0: Zusétzliche Spiegelung der Standard-Funktion an der x-Achse
Streckung/Stauchung in y-Richtung

Periode der Funktion (f(z +p) = f(z))
Streckung/Stauchung in z-Richtung

c Verschiebung in z-Richtung
Ist ¢ > 0: Verschiebung nach links ("Plus’ im Argument)
Ist ¢ < 0: Verschiebung nach rechts ("Minus’ im Argument)

d Verschiebung in y-Richtung
Ist d > 0: Verschiebung nach oben
Ist d < 0: Verschiebung nach unten

Anmerkung

Ist eine trigonometrische Funktion nicht in Norm-Darstellung (b < 0) gegeben, so ist diese in
Norm-Darstellung (b > 0) zu bringen. Dies geschieht durch Ausklammern des Faktors b im Argu-
ment und Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften der jeweiligen Standard-Funktion. Hat man die
Norm-Darstellung erreicht, so beschreiben die Parameter, wie diese Funktion aus der jeweiligen
Standard-Funktion entsteht.

Zwei rechnerische Beispiele, wie man trigonometrische Funktionen in Norm-Darstellung bringt:
o f(z)=—2sin(—2z+m)+3

Ausklammern des Faktors b

f(z) = —2sin [—2 (x - g)] +3
Ausnutzung der Symmetrie der Sinus-Funktion
. T T
f(:z:):2sm[2(:1:—§>]+3 :>a:+2,p:7T,CZ—§ad:+3
e f(r)=—3cos(—4xr —m)—2

Ausklammern des Faktors b

f(x) = —3cos [—4 (x + %)] —2
Ausnutzung der Symmetrie der Cosinus-Funktion

f(a:):—3cos[4<x+%)]—2 :>a:—3,p:g,c:+

NS
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5.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

sinz =0

T = km, mit k € Z

asin(bxr +¢) =0
c T .
rp=—>+k-, mitke”s

b b
Ferner gilt fiir k € Z:
sin(km) =0
- 4 1 k kst
mn(kg)__§(1—(—1))@4)z

cost =0
o = (2k + 1)%, mit k € Z
acos(br +¢) =0
c m
= —- 2 1)—, mi Z
T, b+(k+ )Qb,mltke
Ferner gilt fiir k € Z:
cos(km) = (—1)*
k
3

am(kg)::%(1—(—1ﬁ+w(—1y

5.5 Einfache trigonometrische Gleichungen

Im Folgenden sei —1 < e <1 mit e € R, sonst sind die Gleichungen unl6sbar.

sinz = e

Taschenrechner liefert 2y — arcsine

Tip = X1 + 2km
Top =7 —x1 + 2km = -1+ 2k + D)7
jeweils mit k € 7

cosTt =e¢e
Taschenrechner liefert 2y — arccose
0<z <m

Tip = X1 + 2km
Lok = 2m — T+ 2km = - + (2]€ + 2)71'
jeweils mit k € 7

5.6 Kompliziertere trigonometrische Gleichungen

Im Folgenden sei —1 < e <1 mit e € R, sonst sind die Gleichungen unl6sbar.

sin(bx +c¢) =e
Substitution z = bz + ¢ liefert:
sinz = e

Taschenrechner liefert z; = arcsine

™ ™
=<z <z

2 2
21k = 21 + 2km

Zog =T — 21+ 2km = —2z1 + 2k + )7

Riicksubstitution liefert:
bxlk +c= 21k

Z1 — C ™
= 2k—
Tk b + 5
bek + ¢ = 29
—Z1 — C T
Top = lb +(2k+1)5

jeweils mit k € Z

cos(br +c¢) =e

Substitution z = bx + ¢ liefert:
cosz=e

Taschenrechner liefert z; = arccose
0<zn<m

21k = 21+ 2km
Zog =2m — 21 + 2k = —z1 + 2k + 2)7

Riicksubstitution liefert:
bxlk +c = 21k

zZ1 — C ™
= 2k—
Tk b + 5
bek + ¢ = 29
—Z1 — C m
Top = lb +(2k+2)5

jeweils mit k € Z

23
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5.7

Der Zusammenhang zwischen Sinus- und Cosinus-Funktion

Darstellung einer Sinus-Funktion durch eine Cosinus-Funktion
T

Der Sinus ist ein um 5 nach rechts verschobener Cosinus

Es gilt also:

. ™
SInx = COS [L'—§

Darstellung einer Cosinus-Funktion durch eine Sinus-Funktion
Der Cosinus ist ein um g nach links verschobener Sinus

Es gilt also:

cosx = sin (:1: + g)

Weitere Zusammenhénge

sin?z +cos?x =1

tanx = smﬁ, mit x # (2k + l)z, mit k € Z
COS & 2
Additionstheoreme

e Summe/Differenz von Winkeln der trigonometrischen Standard-Funktionen
sin(x + y) = sinz cosy £ cos xsiny

cos(x +y) = coszcosy Fsinxsiny

t £t
tan(z + y) = anz + tany

1Ftanxtany
e Doppelter Winkel der trigonometrischen Standard-Funktionen

. . 2tanx
sin(2z) = 2sinrcos s = ———
1+ tan®x
2 .9 . 9 9 1 —tan’z
cos(2x) = cos”x —sin“x =1 — 2sin“z =2cos" v — 1 = ————
1+ tan®x
2tanw
tan(2x) = ———
(22) 1 —tan’z

e Halber Winkel der trigonometrischen Standard-Funktionen

1
cos (;) = 5(1 + cos x)

T /1 —cosx sinx
tan (—) =
2 1+ cosx 1+cosx
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e Summe/Differenz der trigonometrischen Standard-Funktionen

: : ! 1
sinz +siny = 2s1n§(x+y) cos =(z — y)

2
: : .1 1
sinz — siny = 251n§(x —y)cos§(x+y)
1 1
cosT + cosy = 2005§(x+y) Cosi(x —y)
.1 1
cosx — cosy = —2sin §(x + y) cos 5(3@ —y)
tanx +tany = w
COS T COS Y
tanxy — tany = w
COS T COS Y

Produkt der trigonometrischen Standard-Funktionen

1
sinz - siny = 3 [cos(z — ) — cos(z + y)]

1
sinz - cosy = 3 [sin(z — y) + sin(z + y)]

1
COST - COSY = [cos(z — y) + cos(z + y)]

Potenz der trigonometrischen Standard-Funktionen
- 1
sin x = 5[1 — cos(2x)]

1
cos’ x = 5[1 + cos(2z)]

1 — cos(2x)

tanzr = ———
an 1 + cos(2x)
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5.8 Einige Werte der trigonometrischen Standard-Funktionen

e Die giingigsten Winkel und die zugehodrigen Werte der trigonometrischen Standard-

Funktionen
«in Grad | 0° | 30° 45° 60° | 90°
T T T T
. d ™ ™ ™ ™
T 1n ra 0 5 1 3 5
i 0 1 1 2 1 31 1
S — — —
inz 5 5 5
1 1 3 1 2 1 0
cos - - -
v 2 2 2
1
tanzx 0 g\/g 1 \/§ -

e Kleine Merkregel fiir die Sinus-Werte

o in Grad 0° 30° 45° 60° 90°
. T m m m
T 1n rad 0 E Z 5 5
1 1 111 1 1
i “VO=0|=vV1i==|=V2]| = “Vi=1
sin x 2\/6 0 2\/_ 5 2\/_ 2\/5 2\/_

Die Cosinus-Werte laufen gerade anders herum - die Tangens-Werte erhélt man durch Divi-
sion der Sinus-Werte durch die Cosinus-Werte.

e Umrechnung von rad in Grad und umgekehrt
« ist ein Winkel in Grad
x ist ein Winkel in rad

Es gilt:

o T
= — oder a = x oder x = «
360° 27 T 180°

o

Zusammengesetzte Sinus- und Cosinus-Funktionen

Treten Sinus- und Cosinus-Funktionen additiv gemischt auf, so ist es meist geschickter (nicht
immer) fiir die Rechnung der Gleichungen (nicht fiir die Ableitung) alles auf eine Winkelfunktion
mit derselben Periode umzuschreiben. Hierzu benutzt man die Zusammenhinge zwischen Sinus
und Cosinus, sowie die Zusammenhénge der einzelnen Winkelfunktionen mit deren vielfachen
Perioden.
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5.9 Musteraufgabe
Gegeben ist die Funktion f(x) = 2cosz + cos2z + 1

a) Bestimmen Sie die Periode p dieser Funktion.
b) Ermitteln Sie alle Nullstellen der Funktion im Intervall 0 < z < p.

¢) Bestimmen Sie die z-Koordinaten aller Punkte, die im Intervall 0 < z < p eine waagrechte
Tangente besitzen.

d) Berechnen Sie das Integral I = [ f(z)dx fiir a = .

Losung

a) Bestimmung der einzelnen Perioden der Teilfunktionen fi(x) = 2cosz und fo(z) = cos2x
Die Periode p; der Teilfunktion f;(z) ist: p; = 27
Die Periode py der Teilfunktion fo(x) ist: po =7

Die Gesamtperiode p ist das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von den einzelnen Pe-
rioden p; und ps
p =kgV(py; po) = kgV(2m; m) = 27

b) Mit dem Additionstheorem cos2x = 2cos? x — 1 folgt fiir die Funktion f(z)
f(x) =2cosx +2cos’x = 2cosx(1 + cos )

Die Nullstellen berechnen sich: f(z) =0
2cosx(l +cosx) =0 <= cosz =0 oder 1+ cosz = 0 (Satz vom Nullprodukt)
cosx:0:>x1:§,x2:3—”

cosr=—-1=x3=m

2

¢) Um die Punkte mit waagrechter Tangente zu bestimmen, bendtigt man die Nullstellen der 1.
Ableitung
f'(x) = —2sinx — 2sin 2z
Mit dem Additionstheorem sin 2x = 2sin x cos x folgt fiir die Funktion f'(x)
f'(x) = —=2sinx — 4sinxcosx = —2sinz(1 + 2 cos x)

Die Punkte mit waagrechter Tangente findet man mit: f'(x) =0
—2sinz(l14+2cosx) =0 <= sinz = 0 oder 1 + 2cosx = 0 (Satz vom Nullprodukt)
smnr=0=x4=0,25 =7, x6 =27
cosz=—1=a =% g5="2

d) Die Stammfunktion F'(z) von der Funktion f(z) erhilt man durch Integration
F(z) =2sinz + 1sin2z +x

= 1= f f(z)dx = [2Sinx+%sin2x+x]ga

I =2(sina — sin(—a)) + 3(sin 2a — sin(—2a)) + a — (—a) = 2(2sina) + 5(2sin 2a) + 2a
—— ——
——sina —=—sin2a

I =4sina +sin2a + 2a

mit a = 7 folgt

I =4sin(}) +sin(2]) +25 =4+
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5.10 Aufgaben zu trigonometrischen Funktionen

Aufgabe 1:
Gegeben ist die Funktion f(x) =1 + cos(x)

a) Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) den Definitions- und Wertebereich, Symmetrieei-
genschaften sowie Maxima und Minima im Intervall [—2m; 27].

1 1

b) Betrachtet wird nun die Funktion g(z) = e =1 @
T cos(x

Bestimmen Sie

Definitions- und Wertemenge von g(x),
Symmetrieeigenschaften,

1. und 2. Ableitung,

Extrema und Wendepunkte.

Skizzieren Sie die Funktion ¢g(z) im Intervall [—2m; 27].

c) Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Funktionen f(x) und g(z).
d) Berechnen Sie die Fléche zwischen den Funktionskurven von f(z) und g(x) in folgendem

Bereich [-7; 7].

Hinweis: [ m dz = tan(%)

Aufgabe 2:
Gegeben ist die Funktion f(z) = $sin(2z — %)
a) Bestimmen Sie Amplitude und Periode dieser Funktion.
b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt mit der y-Achse.
c) Wo liegt die kleinste positive Nullstelle?
d) Geben Sie alle Extremwerte im Intervall [0; 7] an.
e) Welche Steigung besitzt die Kurve fiir v = 57

f) Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f(x).
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Aufgabe 3:
Gegeben ist die Funktion f(z) = v2sin(2z + %)

a) Skizzieren Sie den Kurvenverlauf der Funktion f(x) im Intervall —7 < < 27 und geben
Sie ohne Differentialrechnung die Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte an.

b) Skizzieren Sie im Intervall —m < x < 27 die Funktionskurve von

g(z) = f(x) — 1.
Welche kleinste positive Nullstelle hat g(x)?

c) Essei h(x) = g(x) + 2sinx — sin 2z
Welche Periode p besitzt h(z)?
Zeigen Sie, daf} sich h(z) in der Form
h(x) =2-(1 —sinz) -sinx
darstellen 148t. (Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen)

d) Untersuchen Sie h(z) im Intervall 0 < x < 27 auf Nullstellen und Extremstellen (keine
Wendepunkte) und skizzieren Sie h(z).

e) Die Funktionskurve von h(z) und die xz-Achse begrenzen im Bereich 0 < z < Z ein

endliches Fliachenstiick A. Berechnen Sie den Fliacheninhalt von A.

V]
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6 Exponentialfunktionen

Einfache Exponentialfunktionen sind Funktionen, die die unabhéngige Variable x im Exponent
stehen haben. Thre Darstellung sieht wie folgt aus:
fz)=a-b"

Man nennt @ konstanten Faktor und b die Basis der Exponentialfunktion f.

i) Fiira>0
Ist 0 < b < 1, so ist die zugehorige Exponentialfunktion streng monoton fallend,
ist b > 1, so ist sie streng monoton steigend.

ii) Fira <0
Ist 0 < b < 1, so ist die zugehorige Exponentialfunktion streng monoton steigend,
ist b > 1, so ist sie streng monoton fallend.

Potenzgesetze
bn . bm — bn+m
L
1
b =—
bn

— bn—m

Man kommt auch nicht um den Logarithmus herum. Wie 16st man also folgende Exponential-
gleichung?

b =c | In (das nennt man durchlogarithmieren)
z-Inb=1Inc

Inc
r=—

Inb

In bedeutet Logarithmus naturalis, das ist der Logarithmus zur Basis e

Die oben genannten einfachen Exponentialfunktionen f liegen alle oberhalb bzw. unterhalb der
x-Achse, das hingt jeweils vom konstanten Faktor a ab:

i) f liegt oberhalb der z-Achse
f(z) > 0 fiir alle x € R und alle @ > 0

ii) f liegt unterhalb der z-Achse
f(z) <0 fiir alle x € R und alle a < 0

Setzt man a = 1 und b = ¢, so erhélt man die einfachste aller Exponentialfunktionen nédmlich die

sogenannte e-Funktion. Die Zahl e nennt man Eulersche Zahl und man erhilt sie, wie folgt:

1
lim(1+—)"=e~2,71828...
T—00 n

Wenngleich dies auf den ersten Blick doch recht kompliziert erscheint, so hat die Funktion

f(xz) = €® doch einige Vorteile:
Thre Ableitung geht ndmlich in sich selbst {iber
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f(z) =¢" fl(x) =¢€" f"(x) = €e” usw.
Bei anderen, komplizierteren Exponentialfunktionen ist dies nicht mehr der Fall

flz)=a-b" f'(x) =a(lnbd) - b*

fl@)=a-b9@ f(z)=a(lnb) - ¢(z)- by

Diskussion der einfachsten Exponentialfunktion, der e-Funktion

i) Definitionsbereich
Die Funktion f(z) = e” ist fiir alle Werte von = definiert: © € R

ii) Symmetrie
Es liegt keine der bekannten Symmetrien vor, die e-Funktion ist also weder achsensymme-
trisch noch punktsymmetrisch.

iii) Asymptoten
Man unterscheidet folgende vier einfachste Typen von Funktionen:

e f(x) = e”, wobei gilt:
lim f(x) = 4+oound lim f(z)=0
T—+00 T——00

e f(z) = —¢€", wobei gilt:
lim f(x) - —oound lim f(x)=0
z—

r—+00 —0o0
e f(r) =e"", wobei gilt:
lim f(z)=0und lim f(z) = 40
T——00

r—+00
o f(r) = —e™", wobei gilt:
xll)riloof(x) =0 und xll)r_noof(x) — —00
iv) Nullstellen
Die Funktion f besitzt keine Nullstellen.
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6.1 Musteraufgabe

C . 3—2" .
Gegeben ist die Funktion f(x) =4 Py fir v e R

a) Bestimmen Sie das Verhalten fiir z — 00 und die Achsenschnittpunkte.
b) Fiir welches x ist f(z) =27

c) Zeigen Sie, daf8 f(z) eine streng monotone Funktion im gesamten Definitionsbereich ist und
bestimmen Sie die Umkehrfunktion f(x).

d) Skizzieren Sie das Schaubild von f(z).
Losung

a) Bestimmung der Grenzwerte fiir x+ — +o0:
—0

3—2e "
lim 42— 2% —
z—400 3 +2e "
~
—0
—0 —0
3 3
3—2e* 671‘( —x _2) —x —2
lim 45— = lim 4——Cg—— = lim 4 67— = 4
T——00 + 2e T——00 e_x( - +2) T——00 - 19
~ &/
—0 —0

Schnittpunkt mit der y-Achse: z =0
f(0) =5 = 5,(0/35)

Schnittpunkt mit der z-Achse: f(z) =0

3—2e7"
ST _0e=3-2"=0
3427 ‘
3 2 2 2
e’ = 3 e = 30 :lng :>N(ln§/0)
b) Folgende Gleichung soll gelten: f(z) = 2
3-2 1 _  3-2"
342 3+2e "

6 —4de " =34+2 "< 6 *=3

z9 =In2= P(In2/2)
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¢) Um zu zeigen, dafl die Funktion f(z) streng monoton ist bendtigt man die 1. Ableitung:

2e (3 +2e77) 4+ 2e77(3 — 2e77) 6e= " e
f'() 3+ 2¢7)? 3+ 2¢7)? (3+ 2¢-7)?
>0
D
~ =~ e
()= 48 ————= >0
fe) (3+2¢ °)?
0
>

Somit ist f(z) streng monoton steigend und es existiert die Umkehrfunktion f(x)

Zur Berechnung der Umkehrfunktion vertauscht man in der Funktionsgleichung x mit y
und 16st diese nach y auf

4 3—2e "
Y s g
Vertauschen von z und y
3—2e7Y 3—2
e =42""°" it der Substitution z = e ¥ folgt x =4 :
34 2eY 34+ 22

Auflosen nach z
3r+2r2=12—-82 <= 2(2x +8) =12 -3z

123z

2x + 8

Riicksubstitution ergibt
12 — 3z

2x + 8
y=flx)=1

e ¥ =
2x + 8
n
12 — 3z

/()

A
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6.2 Aufgaben zu Exponentialfunktionen

Aufgabe 1:
Gegeben ist die Funktion f(z) =(4—e ) -e "
a) Untersuchen Sie das Verhalten fiir x — 400 und z — —ooc.
b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Funktion f(x) mit den Koordinatenachsen.

c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Extremwerts und begriinden Sie, ob es sich um einen
Hoch- oder Tiefpunkt handelt.

d) Bestimmen Sie den Wendepunkt der Funktion f(x).
e) Skizzieren Sie das Schaubild von f(z).

f) Das Schaubild von f(z), die z-Achse schlieflen im Bereich —2-In2 < z < a eine Fliche
mit dem Inhalt A(a) ein. Bestimmen Sie A(a) und lir_gl A(a).
a—+00

Gegeben ist zusitzlich die Funktionenschar gx(z) = k-e * mit k € R
g) Fiir welche Werte von k gibt es Schnittpunkte der Funktionskurven von f(x) und gx(z)?

h) Berechnen Sie den Schnittpunkt S der Funktionskurven f(z) und go(z) = 2-e™® und
skizzieren Sie das Schaubild von gs(z) in dasselbe Koordinatensystem wie f(x).

i) Die Funktionskurve gi(x) fir 0 < k < 3, die Parallele zur y-Achse mit der Gleichung
x = —In(4—k), die z-Achse und die y-Achse schliefien eine Fliche I(k) ein. Berechnen
Sie I(k). Fiir welchen Wert von k hat das Flichenstiick 7(k) maximalen Inhalt?
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