Das Skalarprodukt

Definition
Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.

ans . bo = aibq + azbs + aszbs

3.b = |3|-|p|-cosa

Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren &, b, ¢ und die reelle Zahl 1 € R.

(1) @-@>0 Positive Definitheit
(2) 3:3=0<3=0

(3) 3-b=0b-3 Kommutativitét
@4) 3-(b+3) =3-b+3-¢ Distributivitat

(5) @+b)-C=8-¢+b-3C

(6) (AB)-b=13-(b) = A(B-b)

Anwendung

Gegeben sind die zwei Punkte A und B mit ihren zugehorigen Ortsvektoren a und b und
der von ihnen eingeschlossene Winkel «.

1. Orthogonalitat (Senkrechtstehen) zweier Vektoren:
d1b<3d-b=0

2. Betrag (Lange) eines Vektors:

|3l= V@ -8 = a% +a} + a3

also: a2 = |a|?
3. Winkel zwischen zwei Vektoren:

3 .B B aibq + azbs + asbs
-2
@bl Ja%+ a3+ a3 /b? + b3 + b3

cosa =

4. Abstand zweier Punkte:
dA,B = |B — §| = J(b1 - 81)2 + (bz - 82)2 + (b3 - 83)2

5. Winkel mit den Koordinatenachsen (Richtungscosinus):
cos A (3; €) = ai
Jas + a3 + a3

miti=1,2,3undés = (1;0;0),62 =(0;1;0),63 = (0;0;1)
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Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Definition

Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.
ai b azbs — asb:
a: x| b2 = | —(aibs —asb1)
as bs aibo — axb1

|3 x b|= |3|-|b|-sina

Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren &, b, ¢ und die reelle Zahl 1 € R.

—
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(4) (A3) xb = 3 x (Ab) = A(@ x b)
(5) 3x(b+0d) =83xb+3x¢ Distributivitat
(6) B+b)xC=8xE+bx?d
(7) Gxb)yxé=@-Ab-(b-0)3
(8) [&xbJ? = [3?b|? - (& - b)?
Anwendung

Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b und der von ihnen eingeschlossene Winkel a.

1. Flacheninhalt des von den zwei Vektoren 3 und b aufgespannten Parallelogramms:

A = |3 x b|= [3||blsina

2. Flacheninhalt des von den zwei Vektoren 3 und b aufgespannten Dreiecks:
A = L[ x bl= L[3|lblsina

3. Normalenvektor von den zwei Vektoren @ und b:
A=3xbesgit:AL3ARLD

4. Lineare Abhangigkeit zweier Vektoren & und b:
dxb =0 < 3und b sind linear abhangig
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Das Spatprodukt

Definition
Gegeben sind die drei Vektoren g, b, 2.
a1 b1 C1
<3 b e>=3d-(bx?d=|a by co | = det@ b,
as b3 C3
< 3, b, @ >= arb2Cs + azbsCq + asb1Cz — asbacq — azb1cs — a1bscz Regel von Sarrus

Rechenregeln
Gegeben sind die drei Vektoren 3, b, C.

(1) <3 b, 8>==<b,838><2¢38b> zyklische Vertauschung
)

Anwendung
Gegeben sind die drei Vektoren &, b, ¢C.

1. Volumen des von den drei Vektoren a, bund @ aufgespannten Spats:
V=1<3hb72>|
2. Volumen des von den drei Vektoren 3, b und @ aufgespannten Tetraeders:

V=1 3,b,¢8> |

3. Lineare Abhangigkeit von den drei Vektoren 3, b und &
<3, b,8>=0 < 3, bund &sind linear abhangig

4. Vorzeichen des Spatprodukts von den drei Vektoren &, bund &

> 0 3, bund@ bilden ein Rechtssystem
<& b,¢>< =0 3 bund@sindlinearabhangig
<0 3, bundg bilden ein Linkssystem
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Matrizen

Definition
Eine (m, n)-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema, das aus m - n Zahlen - Elemente
genannt - besteht, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:

air -+ ain
A = (a)) = : : mit1 <i<mund1<j<n
am1t -+ amn

Das Element a; steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.
i heildt: Zeilenindex
J heildt: Spaltenindex

Rechenregeln
Sind A = (aj) und B = (bj) zwei (m, n)-Matrizen, so gilt:

1. Transponierte Matrix:
AT = (aj)
Zeilen werden mit Spalten vertauscht

2. Gleichheit:

A=B < a;=bjfiralle1 <i<mund1<j<n
3. Multiplikation mit einem Skalar:

AA = A(aj) = (Aaj) mit A eR

Jedes Element der Matrix wird mit A multipliziert
4. Addition:

A+ B = (aj) + (by) = (aj + bj)

Elementeweises Addieren

5. Transponieren einer Matrizensumme:
A+B)T"=A"+B'"

Produkt von Matrizen

Sei A = (aj) eine (m, n)-Matrix und B = (bjx) eine (n, r)-Matrix.
n

A - B = (ci) ist die (m, n-Matrix, mit cix = D aj - by furi=1,...,mundk =1, ..., r
=1

ci ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B.
Es muss also die Spaltenanzahl von A mit der Zeilenanzahl von B Ubereinstimmen. Die
Matrizen mussen zueinander passen!

Rechenregeln
(1) ABC) =(AB)C=ABC
(2) (AB)T=B'AT
3) ANHT=A
Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ!
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Inverse Matrizen

Definition
Ist A eine quadratische (n, n)-Matrix und gilt A™'A = E, wobei E die (n, n)-Einheitsmatrix
ist, so nennt man A~ die inverse Matrix zu A.

Rechenregeln
(1) AB)"'=B"'A"
2 A=A

(3) (A HT=(@AN"

Die Inverse einer (2, 2)-Matrix berechnet sich wie folgt:

b b
A-| ? — 14 | @ P | = ad-bc =deta
c d c d
d -b
Al = 1
- |A|< ¢ a )
In Worten:

Die Inverse einer (2, 2)-Matrix A~" erhalt man aus A, in dem man die
Hauptdiagonalenglieder vertauscht und die Nebendiagonalenglieder negiert und alle
Glieder durch die Determinante det A dividiert.
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Determinanten

Definition der Determinante

Jeder quadratischen (n, n)-Matrix A, , ist eine Zahl - ihre Determinante - zugeordnet. Man
schreibt detA,, , oder |[A, ,|. Man definiert sie zunachst fir n = 2 und n = 3 und entwickelt
damit ein Verfahren far n > 3.

b
1. n—2:A22—<a1 1 >:>detA22—|A22|_
' az bz ’ '

a“ b1
= a1b2 — 82b1

a» bz

a1 b1 C1
2. n=3:A;33= ax by c2
as b3 C3
a1 b1 C1
detAss = |Ass| = | a2 by c2 | = @iba2ca +azbsct + asb1cz — asbact — azbics — ay
as b3 C3

3. n > 3 : Man entwickelt die Determinante nach einer Spalte j oder nach einer Zeile i.

Man definiert die (n — 1, n — 1)-Matrix A; als diejenige Matrix, die entsteht, wenn man

von der urspringlichen Matrix A, , die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht.
a) Es gilt somit fur die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n
detA,, = |An,| = S(1HaylA,l
=

b) Es gilt somit flr die Entwicklung nach der j-ten Spalte:
n
detA,, = |An,n| = 21:(_1):+fa”|AU|
=

Eigenschaften und Rechenregeln fiir Determinanten
1. Vertauscht man zwei Zeilen (Spalten), so andert sich das Vorzeichen der
Determinante.

2. Multipliziert man eine Zeile (Spalte) mit der reellen Zahl a, so multipliziert sich die
Determinante mit der Zahl a.

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) andert
den Wert der Determinante nicht.

4. Rechenregelin:

(1) detA], = detA,,
(2) det(A,,-B,,) - detA,, -detB,,

3) detA! = —1
(3) Arn = Geta,,

(4) det(2-A,,) = A" -detA,,
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Aufgaben

Aufgabe 1
a) Fir welche Zahlen k € R stehen die beiden Vektoren @ = (1; 2k; 3) und b = (1; k; k)
aufeinander senkrecht?

b) Esseid=(1; —2:2)und b = (3k; 0; 4k) mitk € R
Wie muss k € R gewahlt werden, damit die Vektoren U =
senkrecht aufeinander stehen?

500

N —
da+bundv=38-b

c) Gegeben sind zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren @ und b. Bestimmen Sie

den Vektor U so, dass er den gleichen Betrag hat wie a und gleichsinnig parallel zu b
ist.

Losung zu Aufgabe 1
a) Zwei Vektoren @ und b stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt Null

ergibt.
b =0
1 1
2k || k |=1+2k*+3k
3 k
Also muss gelten
2K 13K+ 1= 0 e kyp = D238

—

b) Die Vektoren T = 8+ bund vV = 3 — b sind damit

3k+1 -3k +1
U= -2 und v = -2
4k + 2 -4k + 2
Damit die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen muss gelten
3k+1 -3k +1
U-v=0«< -2 . -2 =1-9k>+4+4-16k*> =0
4k + 2 -4k + 2
25k? = 9
ki = £2

c) Bestimmen des Einheitsvektors bo
Bo = ﬁg (Dieser zeigt in Richtung b und hat die Lange 1)
Er soll aber die Lange von & besitzen, muss also |d| lang sein
U=[a-bo = Llp
|0]
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Aufgabe 2
a) Die Vektoren @ und b mit |al = 2 und |B| = 3 schliel3en einen Winkel von 30° ein.
Berechnen Sie (3 + b) - (3 - b)|.
b) Gegeben sind die Vektoren @ und b durch
13| = v2 und |b| = 4 und A.(3, b) = 45°
Berechnen Sie [43 — b|.
c) Von zwei Vektoren @ und b ist gegeben:
da=(1; -1;1) und |5| = 4 und ihr eingeschlossener Winkel ist o = 60°.
Berechnen Sie das Skalarprodukt & - b.
d) Gegeben sind die Vektoren U = (a;2a; b)und vV = (a; b; b) mita, b eR
Berechnen Sie JU - V.
e) Von zwei Vektoren @ und b ist gegeben:
3=(1; -2;2)und |b| = 4 und A (3, b) = 60°
Berechnen Sie 23 - b.
f) Die beiden Einsvektoren €4 und &, schlieBen den Winkel a = 30° ein.
Bestimmen Sie den Betrag des Vektors @ = 361 — 26..
g) Von zwei Vektoren 3 und b ist gegeben:
da=(1; -2;3)und |B| = 1 und ihr eingeschlossener Winkel ist a = 30°.
Berechnen Sie |3 x b).
h) Die Vektoren 3 und b sind gegeben mit |3] = 3 und |b| = 4
Bestimmen Sie cos a so, dass die Vektoren (2a — B) und b senkrecht aufeinander
stehen.
i) Von zwei Vektoren @ und b ist gegeben:
|al = 2 und |5| = 3 und ihr eingeschlossener Winkel ist a« = 30°
Berechnen Sie |(@ + B) x (8 — B)|.
j) Von zwei Vektoren 3 und b ist gegeben:
&l = [l + 0
Wie grol} ist der Winkel a zwischen den Vektoren
U=3+bundV =3-b?
k) Gegebensei|uxV|=45undV =(4; —2; —4)und A (4, V) = 30°
Bestimmen Sie |u].

Losung zu Aufgabe 2
a) |@+b)-@-b)| - [#2-8| - |@B* - |B|2‘ —4-9|=5

Die Angabe des Winkels war in der Aufgabenstellung Uberflissig.
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b) |43 -b|= (43— b)? = {1632 - 83 -b+b? - /16|§|2—8|§||B| . cos45° + |b|”
[43-b|= [16.2-8-/2 4. L/2+16 = 4
c) @-b=1[3]-|b|-cos60° = y3-4.1=2/3
a a
d) Ju.v = 2a || b | =+Ja?+2ab+b? = J(a+b)? =|a+b|
b b

e) 23-b = 23| |b|-cos60° =2-3-4.1 =12

f) |8l = |381 - 282| =/(381 — 282)° = [9[&1|°~1281 - &2 + 4[E2|
@l = J9L81°~12[81] - 62| - cos 30°+4[E2|* = /13 - 6/3

g) [8xb|=[3|-|b|-sin30° = 1./14

h) (23-b)-b=0 < 2F-b-2bb =0 < 23| - |b| - cosa -2|b|*= 0

cosa = J—|2?
ERle
i) |(§+_>) X (§—B)|= |§xa—§xb+5x§—BxB|= |—§x5—§><B|
= 2|3 x bl= 23| - B| sin30° =
- 5 -2 2
i) cosq- bV _ u.v _ _(@+b)@E-b 31>~ b )
-m WV G Bp@-b? (i@ b)@E- B
a = 90°
o X
k)l = |V||usinv?|>0° 64.5% =15
Aufgabe 3

a) Furwelche t R sind die Vektorena = (1; —1; 1), b= (1;t;Hund¢é =(5;0;t+3)
linear abhangig?

b) Fiir welche t R sind die Vektoren3 = (0;1:8),b = (2; —1; 1) und @ = (-1; t; 1)
linear abhangig?

Losung zu Aufgabe 3
a) Drei Vektoren sind linear abhangig, wenn ihr Spatprodukt Null wird.

1 1 5
-1t 0 =1 -t-2
1 1 t+3

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



2_t-2=0ct1p=—3"T°

2
th=-1,t, =2
b) Drei Vektoren sind linear abhangig, wenn ihr Spatprodukt Null wird.
0o 2 -1
1 1 t | =2t2-t-3
t 1 1
22 t-3=0 trp = T2
th=-1,t = %
Aufgabe 4
a) Fir die Vektoren 3, b, @sei (3 x b) - € = 1
Berechnen Sie (U x V) - wflrd = 5—5, V=3+bundi = 32
b) Fiir die Vektoren @, b, € sei (8 x b) - & = -2

|

Berechnen Sie (bx 3) - 3+ b + Q).

Losung zu Aufgabe 4
a) WxV)-Ww=[@-b)x@+b)] -38=2@xb)-38=6Exb)-¢=6

b) (bx3)-(@+b+0Q) =(bx3d)-3+ (bx38)-b+(bx8)-C=-@xb)+C=2

=0 =0

1

Aufgabe 5
Geben Sie die Zerlegung des Vektors ¢ = (0; —4;3)in Komponenten nach den Vektoren

da=01; -1;2)und b = (2;2;1)an.

Losung zu Aufgabe 5
X18 + X2b = ¢

1 2 0 1 2 0 1 2 0
X1 -1 + X2 2 =1 -4 < 12| -4 = 04| -4
2 1 3 2 1 3 2 1 3
X2 = -1, X1 =2
¢=2a-b
Aufgabe 6 .
Gegeben sind die Vektorena = (1;2; —1)und b = (k; 0; 1)
a) Esseik=2

Fur welche Vektoren ¢ = (x; y; z) gilt dann:
@-b)-8=(b-3-37
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b) Fur welche Werte des reellen Parameters k € R hat das von den Vektoren @ und b

Hinweis: 3 - b und b - @ sind Skalarprodukte.

aufgespannte Dreieck den Flacheninhalt A = J2?

Losung zu Aufgabe 6

a)

b)

1 2 X X X

@-by-c=( 2 || 0 D-| vy |= vy |=|vVy
—1 1 z z z
X 2 1 1

b-¢-a=(| y || 0o - 2 =(2x+2) - 2
z 1 -1 -1

Koeffizientenvergleich liefert

0=x+z

y =4x+2z

Z=-X

Dies liefert ein LGS

1 0 1 0 1010

4 1 2 0 = 012|0 =z=ty=-2t x=-t

-1 0 110 0 00O

-1
c=tl -2

Der Flacheninhalt des von 3 und b aufgespannten Dreiecks ist

A= % |§ X B|
Bestimmung des Vektorprodukts

. 1 k 2
axb= 2 x| 0 = -1-k

-1 1 -2k
Bestimmen des Betrags
2
11—k = J4+(-1-k?+4k? = J5k? + 2k + 5
—2k

Forderung fur den Flacheninhalt
|axb| =2 = LBk +2k+5 = 2
BK? + 2k +5 — 8 <> 5k2 4+ 2k—3 = 0 = kqp — —2 =44+ 60

10
ki=-1,k =2

2X+ Z
4x + 2z
-2X -z
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Aufgabe 7 . .

Qegeben sind die kartesischen Basiseinheitsvektoren i = (1;0; 0),j = (0; 1; 0) und

k=1(0;0;1).

a) Geben Sie die Komponenten des folgenden Vektors V an:
V=(G+)x -]+ k)

b) Berechnen Sie den Ausdruck A = (7—7— E) . (7>< (7—7)).

c) Zwei Seiten eines Parallelogramms werden gebildet von den Vektoren7+ kund
T+j-k
Wie grol} ist der Flacheninhalt des Parallelogramms?

d) Berechnen Sie den Ausdruck v = (7><7) x (} +7) + (7+7) x (E ><7).

e) Vereinfachen Sie den Ausdruck
(+2)) x (i +] - 2K).

f) Bestimmen Sie den Parameter b €R so, dass gilt:
x (bi -2/ + K= VB

Losung zu Aufgabe 7

1 1 1
a) V=(+)xG-j+0 =] 1 |x| -1 |=]| -1
0 1 )
1 1 1
b) A=(—-j-k - (ix(-)) =] -1 0 |x| -1
—1 0 0
1 0
A= _1 0 — 1
-1 -1 /
0 1 2
o) A=|G+kxi+j-R|=|| 1 [x]| 1 - 1 - /6
1 1 1

1 0 1 1 0 1
0 X 1 X 0 + 1 X 0 X 0
0 0 1 0 1 0

<!
I
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0 1 1 0 0 0 0
V=o><0+1x1=1+0:1
1 1 0 0 0 1
1
e) ((+2)x(+j-2k =| 2 - 4i+2]—k
0
0 b
) Fxbi-2/+Kl=J5 <|| 1 -2 =J5
0 1
1
0 — /5 = J1+b2 =5 < b2 =4
b
b1 =2
Aufgabe 8

Gegeben sind die zwei Vektorena = (1; - 1; 2) und b= 2;p; =1
Bestimmen Sie p € R so, dass der Vektor ¢ = & x b parallel zur x, y-Ebene verlauft.

Losung zu Aufgabe 8
Der Vektor ¢ verlauft parallel zur x, y-Ebene, wenn seine z-Komponente Null ist

1 2 1-2p
G=3xb -1 X p = 5

2 —1 p+2
Forderung fur die z-Komponente
p+2=0
p=-2
Aufgabe 9

Gegeben sind die drei Vektoren @ = (1; 1; 2), b= (2; —=1;1Hund ¢ = (0; 3; 3):
Zerlegen Sie den Vektor ¢ in Komponenten nach den Vektoren 3 und b.

Losung zu Aufgabe 9
X18 + xzb =C

1 2 0 1 2 |0 12| 0
x| 1 +X2| -1 = 3 < 1 -1(3 = 03] -3
2 1 3 2 1 3 2 1 3
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Aufgabe 10

a) Gegeben sind die zwei Vektoren @ = (2p; 2p; — pq) mitp # 0 und b = (-2;1; 2).
Wie mussen die reellen Parameter p und g gewahlt werden, damit die Vektoren @ und
b ein Quadrat aufspannen?

b) Gegeben sind die zwei Vektoren @ = (2p; p; 2p) mit p # 0 und b= (2;4;q).
Wie mussen die reellen Parameter p und g gewahlt werden, damit die Vektoren a und
b ein Quadrat aufspannen?

c) Gegeben sind die zwei Vektoren @ = (2; 1; 2) und b= (1;2;p).
Wie muss der reelle Parameter p gewahlt werden, damit die Vektoren @ und b ein
Quadrat aufspannen?

Losung zu Aufgabe 10
a) Fir ein Quadrat muss gelten: 3b=0A |a| = |B|
3b=0< 20(1+q) =0 = q = -1
@ = |[b] < Ipl 8+ % =
mit g = —1 folgt
lpl =1, 9= -1
b) Fiir ein Quadrat muss gelten: 3-b = 0 A3| = |B|
b=0=2p4+q) =0=q=-4
@l = [b| = 3ol = J20+ ¢?
mit g = —4 folgt
Il =2,q9=-4
c) Fir ein Quadrat muss gelten: d-b = 0 A[3| = |B|

p=-2

Aufgabe 11 R .
Gegeben sind die drei Vektoren &, b, ¢. Bestimmen Sie p € R so, dass der Vektor @ + pb
senkrecht auf ¢ steht.

Losung zu Aufgabe 11
Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt.

@+pb)-C=0
Mit den Rechenregeln des Skalarprodukts folgt
5-6+ﬁ(g-6) =0
p=-8-C
b.c

Aufgabe 12
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11 1

Gegeben ist die Matrix A,,=| m 0 0 |[mitmeR.
m 0 m
a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A ..

b)

Fur welche Werte von m <R ist die Determinante von O verschieden?

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

X1 1
Am * X2 = 0
X3 0

Losen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhangigkeit des Parameters m.

Im Folgenden seim = 2
Fir welche 1 € R hat das System

X1 X1
Az X2 =1 X2
X3 X3

nichttriviale Losungen?

Losung zu Aufgabe 12

a)

Berechnung der Determinante

171 1
mO 0 |=-m
m 0 m

Die Determinante ist von Null verschieden firm = 0

b) Ldsen des gegebenen LGS furm + 0

c)

11 1 (1 171 1|1
m©O 0|0 = m©O 0|0
m O m| O m 0 m| O

X1 =0,x2=1,x3=0
Ldsen des gegebenen LGS furm = 0

1111
00O0{|O
00O0]|O

X3=t,X2=S,X1 =1-s-t
Umschreiben des gegebenen LGS

11 1 X1 X1
2 00 . X2 =A- X2
2 0 2 X3 X3
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1-1 1 1 X1 0
2 -1 0 | x2 = 0
2 0 2-2 X3 0
Dies ist ein homogenes LGS. Dieses besitzt nichttriviale Lésungen, wenn die
Koeffizientendeterminante Null wird.

1-2 1 1
2 4 0 |=-2%+312+21-4=-A-1)(A2-21-4)
2 0 2-2

,11:1,,12‘3:2i— \/‘21+16:1i5

Aufgabe 13
Durch die Matrix

A, = 2 -3-a -1 mita € R
3-a 2 4

ist das homogene lineare Gleichungssystem A, - X = 0 gegeben.

Zeigen Sie, dass das LGS genau dann nichttriviale Losungen besitzt, wenn gilt:
a®-9a2-30a+88 =0

Bestimmen Sie die Lésungen dieser Gleichung (eine Lésung ist a1 = 2).

Losung zu Aufgabe 13

Ein homogenes LGS besitzt genau dann nichttriviale Losungen, wenn die
Koeffizientendeterminante Null ist.

Mit der Regel von Sarrus ergibt sich

4 -1 9-a
2 -3-a -1 = a% -9a? - 30a + 88
3-a 2 4

Faktorisieren (Polynomdivision mit (a — 2)) liefert
a®-9a°-30a+88 =(a-2)a-11)(a+4)
Diese Gleichung muss Null werden
(@a-2)(a-11)a+4)=0
a“ =2,32 = 11,83 = -4

Aufgabe 14

Durch die Matrix
1 -2 1 1-p

A, = -1 p-1 2 undsz 2 mitp € R
1 -3 p+2 0

ist das inhomogene lineare Gleichungssystem A, - X = Bp gegeben.

Fur welche Werte von p ist das Gleichungssystem eindeutig I6sbar?

Geben Sie in diesem Fall nur die Losung x4 in Abhangigkeit von p an.

Hinweis: Verwenden Sie hierflr aus strategischen Grinden die Cramersche Regel
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Losung zu Aufgabe 14
Ein inhomogenes LGS ist dann eindeutig I0sbar, wenn die Koeffizientendeterminante von
Null verschieden ist

1 2 1
1 p-1 2 |=p2-2p
1 -3 p+2

p?-2p 0= p+0Ap+2
Die Cramersche Regel flr x4 ist

1-p -2 1
2 p-1 2
‘o 0 3 pP+2 |  p3ip+6 _ —(p-2)(p>+2p+3)
1 2 1 p2 -2p p(p - 2)
-1 p-1 2
1 -3 p+2
2
X1:_P+‘2++3
Aufgabe 15

Bestimmen Sie die Matrix A , ;) mit den Elementen

_ +k H H
a = 4 O U <k 4 2undk=1,2,3
ik far i > k

Losung zu Aufgabe 15

Alle moglichen Indices durchchecken.

i bezeichnet die Zeilennummer.

k bezeichnet die Spaltennummer.

Wenn i < k ist ,dann befindet man sich oberhalb der Hauptdiagonalen.
Wenn i = k ist ,dann befindet man sich auf der Hauptdiagonalen.
Wenn i > k ist ,dann befindet man sich unterhalb der Hauptdiagonalen.

1 -1 1
A, . =
o2 2 4 -1
Aufgabe 16
Gegeben sind die Matrizen
p 0 O 4 00
A,s=| 01 gq undB=| 0 2 3
0 2 -1 0 35
Bestimmen Sie die reellen Parameter p und q so, dass qilt:
Apg* A;,q =B

Lésung zu Aufgabe 16
Einfache Matrizenmultiplikation und anschliel3ender Koeffizientenvergleich
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A AT

Spaq " Spg
p 0 O p 0 O p? 0 0
01 q || 01 2 |=| 0 q2+41 —q+2
02 -1 0 g -1 0 q+2 5

Koeffizientenvergleich A, . - A] . = B
p? 0 0 4 00
0 ¢g2+1 —q+2 |=| 02 3
0 g+2 5 035

P12 = 12, q= -1

Aufgabe 17

Gegeben sind die Matrizen

1 -2 3 6 1 2 4 5

A- 0 2 0 O und B — 2 -1 1 3

0 4 1 2 0O 1 0 2
0O 5 1 -3 -4 2 -2 -6

Welchen Wert besitzen die jeweiligen Determinanten?
Anmerkung: Verlangt ist entweder eine Berechnung oder eine Begrindung fur den Wert.

Losung zu Aufgabe 17
detA =2
Entwicklung nach der 1. Spalte, dann Entwicklung nach der 1. Zeile

1 2 3 6
02 0 O 200 1 2
=1-14 -1 2 14-‘_ =2
0 4 -1 2 1 -3
5 1 -3
05 1 -3
det B = 0

Zeile 2 und Zeile 4 sind l.a., damit ist die Determinante notwendigerweise Null.

Aufgabe 18
Gegeben sind die Matrizen
1+a 1 -1 -1 1 1
1 -1 a a a ,
A, = und B, = ,mta e R
-1 1 0 a -1 1
1 -a 0 -a -a a

Berechnen Sie B! - A..

Losung zu Aufgabe 18
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1+a 1 -1 -1

1 -1 - 1 -1
BI-A,=| 27 7). a 0
1 a 1 a -1 1 0 a
1 -a 0 -a
BT.-A - a+2 a?-a az-1 a2-a-1
38 -a’-a+2 a?-1 -a2+a-1
Aufgabe 19
Gegeben ist die Matrix
1-a 2a a-3
A, = 1 2a 2+2a |,mitaeR

a -a 5
Fir welche Werte von a verschwindet die Determinante?
Berechnen Sie A" fiir a = 1 und 16sen Sie damit das LGS

Losung zu Aufgabe 19
Die Determinante ist mit der Regel von Sarrus

1-a 2a a-3
1 2a 2+2a | =-a%*+b5a
a -a 5
Damit die Determinante Null wird muss gelten

-a2+5a=0=4a1=0,a, =5
Berechnung der inversen Matrix

14 -8 12
A'=2F 1 2 2
-3 2 -2
Losen des gegebenen Gleichungssystems mit Hilfe der inversen Matrix
0 14 -8 12 0 4
X=A'"-| 1 |=1 1 2 2 || 1 |=]| %
2 -3 2 -2 2 —%
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