1 Fourier-Reihen

1.1 Reelle Darstellung einer 2n-periodischen Funktion
Es gilt fur eine Funktion f(x) mit der Periode 2n eine Darstellung als Fourier-Reihe

f(x) =22+ T ay cos(kx) + 3 ay sin(kx)
2 k=1 k=1

Die Koeffizienten sind durch folgende Beziehungen bestimmt:

1 T
a, =;jf(x) dx
-7

T
a, =% jf(x)-cos(kx) dx, mitk=123,...

-7

T
b, 1 jf(x)-sin(kx) dx, mitk=123,...
I
—T

1.2 Symmetrie und Stetigkeit von Funktionen

o Der Wert a; ist gleich der Differenz der Flachen von f(x) oberhalb der x-Achse
mit denen unterhalb der x-Achse dividiert durch .

o Ist die Funktion f(x) gerade, also achsensymmetrisch zur y-Achse, gilt also

f(—x) = f(x)
so treten in der Fourier-Reihe keine Sinus-Glieder auf, es folgt also
bk = O

e Ist die Funktion f(x) ungerade, also punktsymmetrisch zum Ursprung O, gilt also
f(—x) = —f(x)
so treten in der Fourier-Reihe keine Cosinus-Glieder auf, es folgt also
ag = 0

e Ist die Funktion f(x) stetig, macht sie also keinen Sprung, so gilt
ay "'i, bk "‘i mit s> 2
kS kS
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1.3 Reelle Darstellung einer Funktion der beliebigen Periode p

Es gilt fur eine Funktion f(x) mit der beliebigen Periode p eine Darstellung als
Fourier-Reihe

f(x) = 7+ Zak COS(F kxj + Zak sm(F kxj

k=1

Die Koeffizienten sind durch folgende Beziehungen bestimmit:

f(x)- cos(%kxj dx, mitk=123,.
[ 27m .
(x)-sm(?kxj dx, mitk=123,...

1.3.1 Folgende Integrale tauchen immer wieder auf:
J'sin(ax) dx = —lcos(ax)
a
J'cos(ax) dx :Esin(ax)
a
I(bx +c)-sin(ax) dx = %sin(ax) —l(bx +¢)-cos(ax)
a a

[ (bx+c)-cos(ax) dx = %cos(ax) + 1(bx +¢)-sin(ax)
a a
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1.4 Komplexe Darstellung einer Funktion der beliebigen Periode p

Es gilt fur eine Funktion f(x) mit der beliebigen Periode p eine Darstellung als
komplexe Fourier-Reihe
i@kx

f(x) = icke P

k=—0

Die Koeffizienten sind durch folgende Beziehungen bestimmit:

—i@kx

p
Cy :%jf(x)-e P dx,mitk=0,123,...
0

Die komplexe Rechnung ist meist einfacher, jedoch ist die Darstellung im Reellen
ubersichtlicher, deshalb gilt fur die Umrechnung der komplexen Koeffizienten c in

die zugehdrigen reellen Koeffizienten ag, a,, by :

ao :2'00
ay, = 2-Refc, |
bk :-—2-|ﬁﬂtk}

1.4.1 Folgende komplexe Umrechnungen ins Reelle sind ganz nutzlich:

%(e"‘x —e ik ): sin(kx)
i
%(e"‘x +e K ): cos(kx)

eiikTC :(_1)k _ 1 fur k :O, 2, 4, 6, 8,
-1furk=23,57,9,...
. k .
eilkg :(_1)5 _ 1 fL.J.r k=0,4,8,1216,...
-1 furk =2,6,10,14,18, ...

1.4.2 Folgende Integrale tauchen immer wieder auf:

J’e—ikx dx = — L g ik
ik

[(ox+c)-e™ dx = _L e [y
ik ik
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15 Rechenbeispiel

Gegeben ist die 2n -periodische Funktion
1 far O0<x<a

0 for as<x<nm .
f(x) = ) fur 0<a<n
-1 fir w<x<2rx-a

0 fir 2mr—-a<x<2n

(a) Berechnen Sie die reellen Fourier-Koeffizienten.
2n—a

ag =— jldx+ IS 1)dxj1(a 0—(2n—a—m)=22"F

T

1 .
——sin(kx
sin(k9)

1 2n-a 101 a
a == j 1-cos(kx) dx + j (-1) - cos(kx) dx] —[—sm(kx)
i | K 0

2n—-a
b1

2n-a
i

ay = é(sin(ka) +sin(ka)) = ésin(ka)

a

:IIH

2n-a
[.[1 sin(kx) dx + .[( 1) - sin(kx) dxj [%cos(kx) +%cos(kx)

0

b, = i(— cos(ka) +1+ cos(ka) — cos(kr)) = i(l— (—1)k)
krn kr
(b) Berechnen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten.

i« 2n—a " 1 1 i«
Cy 1-e "™ dx+ D-e ™ dx|= —— e
J. J.( ): 2n —ik

1 “ika _ik(2n-a)  ,—ikn 1 (ika _-ika k
=~ (e _+e _e k) = (eka _gka g (7
k2ni( ( ) ) k2ni( - )

Cy = é& (eika = e—ika)+%(1— (-DK )j = é[sin(ka) —%(1— -k )j

Hierbei ist es wichtig die Potenzgesetze zu beherrschen!

Ck

Hieraus ergeben sich die reellen Fourier-Koeffizienten zu
a, = 2Re{cy | = 2 sin(ka)
krn

by =-2Im{c, } = é(l—(—l)k)

Dies stimmt mit dem reellen Ergebnis von (a) Uberein.
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