Funktionen mit zwei Veranderlichen

Mit der Funktion z = f(x, y) wird im Allgemeinen eine Flache im Raum (X, y, z)
beschrieben.

Schnittkurven der gegebenen Flache mit speziellen Ebenen sind flr eine Skizze
sehr hilfreich.

z = f(x,y) = const. Schnitt der Flache mit Parallelen zur [x, y]-Ebene (HOhenlinien)
X = const. Schnitt der Flache mit Parallelen zur [y, z]-Ebene
y = const. Schnitt der Flache mit Parallelen zur [x, z]-Ebene
Schnitt mit den Koordinatenebenen
z = f(x,y) = 0 Schnitt der Flache mit der [x, y]-Ebene
x=0 Schnitt der Flache mit der [y, z]-Ebene
y=0 Schnitt der Flache mit der [x, z]-Ebene

Partielle Ableitungen

Partielle Ableitung nach x, wobei y als Konstante behandelt wird.
Partielle Ableitung nach y, wobei x als Konstante behandelt wird.
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Partielle Ableitung nach y, wobei x als Konstante behandelt wird.
Partielle Ableitung nach x, wobei y als Konstante behandelt wird.
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Vertauschungssatz
Es qilt fx, = fyx, nur wenn jeweils fy, und f,, stetig sind.
Achtung: Dies gilt also nicht immer.
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Der Gradient

Der Gradient ist ein Vektor parallel zur [x, y]-Ebene, bei dem die Komponenten die
jeweiligen partiellen Ableitungen sind.
Der Gradient grad f(Xo) steht senkrecht auf der Hohenlinie z = f(xo, yo).

f
grad f(Xo) = (X0, Yo)

fy(Xo, ¥o0)
Der Vektor des Gradienten weist in die Richtung maximalen Anstiegs im Punkt
P(xolyolf(xo0, y0)) der Flache f(x, y).

Die Tangentialebene

Die Tangentialebene E an die Funktion f(x, y) an der Stelle P(xo/yo/f(xo0, yo)) hat die
Gleichung
E : z = f(xo, yo0) + fx(X0,Y0) « (X — Xo0) + f,(X0,¥0) « (¥ — Yo)

Der Normalenvektor
Der Normalenvektor rig der Tangentialebene E an die Funktion f(x, y) an der Stelle

P(xolyolf(Xo, yo)) ist
fX(XO, yo)
fie = fy(Xo, yo)
-1

Normalenform der Tangentialebene

X X0
E : ﬁE . )% = ﬁE . Yo
z f(xo0, yo0)

Parameterform der Tangentialebene

X0 1 0
E:X= Yo +8 0 +t 1 mit s, € R
f(Xo, o) fx(Xo, ¥0) fy(Xo, ¥o0)
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Das totale Differential

Das totale Differential ist definiert als

df = fx(Xo, yo)dx + fy(Xo, yo)dy

mit dx = x —xound dy = y — yo

df = fx(Xo,Y0) - (X = Xo) + fy (X0, Y0) - (¥ — o)
Vektoriell geschrieben

df =grad f(Xo) - ( ox )
dy

df = df(x, y) gibt den Zuwachs der Funktion fan (bei festem (xo, o)), wenn die
Flache im Raum f durch ihre Tangentialebene im Punkt P(xo/yo/f(Xo, yo0)) ersetzt
wird.

Der tatsachliche Zuwachs der Funktion f wird beschrieben durch

Af = f(x,y) — f(Xo, Yo)

Ist (x, y) genlgend nahe bei (xo, yo), dann gilt in recht guter Naherung

Af =~ df
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Die Richtungsableitung
Die Richtungsableitung %(70) gibt im Punkt P(xo/yo/f(x0, yo)) die Steigung der

Schnittkurve S zwischen der Flache im Raum z = f(x, y) und der Ebene

X0 0
E:X=| yo |+s| 0 [+{F(mits,te R)an.
0 1

e Diese Steigung ist maximal, wenn die Richtung in Richtung des Gradienten
weist.

¢ Diese Steigung ist minimal, wenn die Richtung in Gegenrichtung des
Gradienten weist.

e Diese Steigung ist Null, wenn die Richtung orthogonal zur Richtung des
Gradienten weist.

Die Definition der Richtungsableitung
%’;(7(0) =gradf(Xo) - 7o

Die Richtungsableitung ist das Skalarprodukt aus dem Gradienten grad f(Xo) an der

Stelle P(xo/yo/f(x0, ¥0)) und dem Einheitsvektor 7y =

Richtung 7 = ( d >
rz

e Der Einheitsvektor 7o in Richtung 7 ist gegeben durch

= JFer
7o = —1—[
JZiB\ r

e Der Gradient ist gegeben durch

fx(Xo, o)

fy(Xo, ¥o)

Das Skalarprodukt angewandt liefert damit flr die Richtungsableitung

af — — - fX(XO’yO) 1 r']
— o) =gradf(Xo) < ro = ¢« —
or f, (X0, yo) [r3+r5 \ I

of o _ rfx(Xo,Yo) + rafy(Xo, o)
87()(0) =

in der vorgegebenen

A
d
I

gradf(Xo) =
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Relative Extrema von Funktionen mit zwei Veranderlichen

Voraussetzung fur die nachstehende Betrachtung sind stetige und differenzierbare
Funktionen f(x, y), also Funktionen, bei denen der Vertauschungssatz fy, = fyx gilt.

Notwendige Bedingung fur relative Extrema

Es existieren nur relative Extrema der Funktion z = f(x, y), wenn gilt

grad f(x,y) = 0 < Fu(x,y) = 0 und f,(x,y) = 0

Die Losungen dieser Gleichungen liefern die sogenannten stationaren Punkte
Pixilypy miti=1,2, ..., n

P1 (X1/y1), Pz(Xz/yz), ceey Pn(Xn/yn)

Hinreichende Bedingung fiir relative Extrema

Fir jeden einzelnen stationaren Punkt Pi(x;/y;) berechnet man
foc(Xi, Yi) Py (X, Vi)
fx(Xi, yi)  Fyy(Xi, Yi)
e IstD; = 0, kann keine Aussage gemacht werden.
e IstD; > 0, so existieren relative Extrema

(a) Ist zusatzlich fu(xi, yi) < 0 (bzw. f,,(x;,yi) < 0),
so ist dort ein relatives Maximum.

D; = = fux(Xi, ¥i) « fy(Xi, i) — [fxy(Xi,_VI)]z

(b) Ist zusatzlich fu(xi, yi) > 0 (bzw. f,y(x;,yi) > 0),
so ist dort ein relatives Minimum.

e IstD; < 0, so liegt dort kein Extremum, aber ein Sattelpunkt.
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