1 Kegelschnitte

Gegeben ist folgender allgemeinster Kegelschnitt:
K :ax? +bx;X, +cx3 +dx, +ex, +f =0,mita,b,c,d,e,f e R
Um ihn in Matrixform zu bringen, definieren wir folgende Vektoren und Matrizen:

o 8o <

Somit geht der Kegelschnitt in folgende Form Uber:

K: XTAX+X'a+f=0
Nun berechnet man die Eigenwerte der Matrix A und die dazugehdrigen Eigenvektoren. Da A
eine symmetrische Matrix ist, was aus ihrer Konstruktion leicht ersichtlich ist, gilt:

AT =A

Bei symmetrischen Matrizen sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets
orthogonal. AuBerdem ist die Dimension des Eigenraums zu einem Eigenwert gleich der
algebraischen Vielfachheit des Eigenwerts.

11 Berechnung der Eigenwerte:
)
SpA det A
Diese quadratische Gleichung liefert die Eigenwerte A ; und A 5.

det(A-AE)=0 < & 2-(a+c)h+ac—22 =0
H_/

1.2 Berechnung der Eigenvektoren zu den zugehotrigen Eigenwerten:

Av; =L vV; miti=12 = Eigenvektorenv, undv,
: . . Y Y .
Die dann normierten, orthogonalen Eigenvektoren ﬁ und ﬁ zu den Eigenwerten A ; und
Vi Vo
A o schreiben wir als Spalten in die Transformationsmatrix T, so dass zuséatzlich noch gilt:

detT =+1
Eine solche Matrix T ist eine orthogonale Matrix, die eine Drehung um den

Koordinatenursprung von [xl;xz]beschreibt. Bei orthogonalen Matrizen gilt: Ti=7T
Wir suchen ein bezlglich [xl;xz] gedrehtes Koordinatensystem [yl;yz], so dass keine
gemischten Glieder x;x, mehr vorkommen. Dies erreichen wir mit der orthonormalen
Eigenvektormatrix T:

1.3 Transformation:

X =Ty und somit X' =y 'T' mit y = (hj
)
Der Kegelschnitt transformiert sich auf folgende Form:

< Y = . - . - (d
K: yT T' ATy+yTTTa+f =0, mitT =771 wegen Orthogonalitdt und d = 1
— —— d

=11 =d 2
Ferner gilt: T~IAT =D ist eine Diagonalmatrix, in der nur die Eigenwerte stehen:
A 0
D=|" 1!
0 X,

K:y'Dy+y'd+f=0
Kih yf +2 o3 +diyg +day, +F=0
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1.4 Man unterscheidet nun folgende Falle:

1. Fall:
Beide Eigenwerte sind von Null verschieden, also detA =0
(Es existieren zwei quadratische Glieder im gedrehten Koordinatensystem [yl;yz])

Man kann nun die linearen Glieder durch quadratisches Ergadnzen eliminieren, dies entspricht

einer Verschiebung des Koordinatensystems [y;;y, ]| aus dessen Ursprung:
Verschiebung:

_ d Gy
Y1=121- und Y2=22 "%

Der Kegelschmtt S|eht dann wie folgt aus:
K:A ( +&)2+x ( 4 g )2—d1 +OI2 —f
A1 2h 4 Y2 2x 5, ar, ' 4,

=

K:A 1zf + A 22% =
Dies ist die Normalform eines Kegelschnitts mit det A =0

Hierbei unterscheidet man folgende zwei Unterfélle:
(@) o # 0 und damit kann der Kegelschnitt in folgender Form geschrieben werden:

rAij2 ko2
ot 22_1

i)”1>o und 2250

2 2
. o . 727z

Mit 22 = L und K—Z:% erhalt man die Ellipsengleichung: =% +=2 =1

a a a b a2 b2
i) O. B. d. A. >O und—<0

2 2

Mit 2 = L und 2 = — 1 erhalt man die Hyperbelgleichung: 2% — 22 —1

o g2 Y yp 9 g a2 b2_

i) 21 <0 und 22 <0

, N ,2 52
Mit “2=-L und =2 =-1 erhalt man: -1 - =2 =
o a o b a2 b2

Dieser Kegelschnitt enthalt keinen reellen Kurvenpunkt.

(b) o =0 und damit kann der Kegelschnitt in folgender Form geschrieben werden:

A 1Z5 + ) 525 =0

—a? erhalt man die Gleichung eines Geradenpaares:

(zy+az;5)(z1-az3) =0,
das sich im Ursprung des [zl;22]-Koordinatensystems schneidet.

i) -2

Mit 1—2: a® erhalt man: zf + azzg =0, dieser Kegelschnitt enthalt als
1

einzigen reellen Kurvenpunkt den Ursprung des [zl;22]-Koordinatensystems:

z;=0undz, =0.
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2. Fall:
Mindestens ein Eigenwert ist Null, also detA =0
O.B. d. A. setzen wir A ;#0und X ,=0

(Es existiert nur ein quadratisches Glied im gedrehten Koordinatensystem [yl;yz])
Man erhélt so die Normalform des Kegelschnitts mit det A =0:

K:A 12% +d,z, +f=0
Hierbei unterscheidet man folgende zwei Unterfalle:
(@ d, =0
Man erhalt die Parabelgleichung: z, = ——lef
(b) d, =0

Man erhalt die Gleichung: z7 = &
1

_f
dy

i) _xLl >0
Mit _xLl =a? erhalt man die Gleichung eines parallelen Geradenpaares:
(zy+a)(z;—a)=0
i) — 7%1 <0
Mit _xLl — —a® erhalt man die Gleichung: zZ +a® =0, also kein reeller Kurvenpunkt.
i) f=0
Man erhalt die Gleichung eines zusammenfallenden Geradenpaares: zf =0

© 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor

3 ©j]. gilg 04 %



15 Die Ellipse

Der geometrische Ort aller Punkte, fur welche die Summe der Entfernungen zweier fester
Punkte F, undF, (Brennpunkte) konstant ist, heil3t Ellipse.

Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve mit vier Scheiteln S;,S,,S3,S,; sie ist

symmetrisch zur Hauptachse FF, und zur Nebenachse, der Mittelsenkrechten von FF, .
Ihre Gleichung lautet:

2 2
ya ya

B s !
a b

a und b nennt man grof3e bzw. kleine Halbachse.

Sie messen die Entfernung vom Mittelpunkt zu den Scheiteln.

e nennt man die Brennweite.

Sie mif3t die Entfernung vom Mittelpunkt zum Brennpunkt.

Ellipsen entstehen durch Dehnung bzw. Pressung eines Kreises; Ellipsen sind affine Bilder
eines Kreises.

Fur a=b=r ergibt sich jeweils eine Kreisgleichung.

Der Flacheninhalt einer Ellipse betragt: A =rtab

1.6 Die Hyperbel

Der geometrische Ort aller Punkte, fur welche die Differenz der Entfernungen zwelier fester
Punkte F; undF, (Brennpunkte) konstant ist, heil3t Hyperbel.

Die Hyperbel ist eine symmetrische Kurve aus zwei Asten mit zwei Scheiteln S;,S,; sie ist

symmetrisch zur Hauptachse S;S, und zur Nebenachse, der Mittelsenkrechten zu S;S, .
Ihre Gleichung lautet:

2
15~y =
a? b?

Fir groBe |z,|und|z,| nahert sich die Hyperbel den Asymptoten mit der Gleichung:
As: z, =+27,

2 2

Die Hyperbel mit der Gleichung H, :—%+E—§ =1 heil3t konjugiert zur obigen Hyperbel H;.
a

Ihre Hauptachse ist die z,-Achse; sie ist in z,-Richtung geoffnet.

Eine Hyperbel H; und die zu ihr konjugierte Hyperbel H, haben die gleichen Asymptoten.
Fir a =b ergeben sich orthogonale Asymptoten mit der Gleichung: As: z, = +z;
(Winkelhalbierende). Solche Hyperbeln heiRen rechtwinklig oder gleichseitig.

1.7 Die Parabel
Der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstéande von einer festen Geraden |, der Leitlinie
und einem festen Punkt F, dem Brennpunkt, gleich sind, heil3t Parabel.

Die Parabel besitzt einen Scheitel S und ist symmetrisch zur Parabelachse SF.
Ihre Gleichung lautet:

P,:Z, =+a®z? +b nach oben (unten) gedffnet; P, :z; = +a®z3 +b nach rechts (links)

geoffnet.
4 ©j]. gilg 04 g%
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1.8 Mathematische Hintergrinde
Satz:

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten bei symmetrischen Matrizen sind orthogonal.

Beweis:

Symmetrische Matrix Amit A= AT, verschiedene Eigenwerte i pAoMitA #A 5

Eigenvektorgleichung
A 1V, = AV; Multiplikation von links mit v}
VoLV, =VJAV; und mit A=AT folgt
\7-2r}\. 1\71 = V;AT\_il m|t A\72 = }\, 2\72
%/_/
(AV,)"
e . ~ \T =
ok Vg = (1 2V2) Vi
——
Vo h ,
_.T —
Vo (A 1—A p)vy =0
(A=A Va2V, =0 = ViV, =0 = Vi1V, = V,1V; q.e.d.
0
#

Satz:

Orthogonale Matrizen T (fur die gilt: T 1= TT) im R?, mit zusatzlich detT = +1, beschreiben

Drehungen um den Ursprung mit dem Winkel o.

Beweis:

) ) . cos —sin
Eine solche Matrix hat die Gestalt: T =( ] “ aj
sina.  cosa

a
Fur eine beliebige Matrix A :(

b
dj im %2, fur die gilt: detA =0,
c

detAl-c a
Auf unsere Fragestellung angewandt, ergibt sich:

d -b
berechnet sich die Inverse wie folgt: A~ = 1 ( ]

detT =cos? o +sina =+1

1 1 (COSOL Sinaj_(cosa sinaj

~detT|-sina cosa) |-sina cosa
\ﬁr—J
=+1
T cosa Sina
T = ]
—sino.  cosa
—=T1=T7T

Hieraus sieht man, dass alle Kriterien fur eine Drehung im R? erfullt sind.

Somit ist T Drehmatrix um den Ursprung mit dem Winkel o.
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