Aufgabe 1:
X2 + xy
Gegeben ist das Kraftfeld \_/)M(?) = V’M(X, v.2)=| +x2+y+iz |, mitd,ueR.
uy

(a) Man berechne die Arbeit (das Arbeitsintegral) langs der Schraubenlinie C, mit
C : x =rcost, y = rsint, z= ht mitt € (—;) vom Punkt P(r/0/0) zum Punkt
Q(-rl0/hr).

(b) Weiter bestimme man p = u(4) so, dass die Arbeit vom Weg unabhangig ist.

Losung zu Aufgabe 1
-A+u
Die Rotation ist rot V;L,#(X, y,z) = 0
0

(a) Das Arbeitsintegral Iangs der Schraubenlinie C : x = rcost, y = rsint, z = ht von
P(r/0/0) zu Q(-r/0/hr) fordert t € [0; x]

rcost _ —rsint
C:X-= rsint firt e [O;7] > X= rcost
ht h

Das Arbeitsintegral ist definiert als
A= [V, dX = [V, () dX(t) = [ Vo, Gd) X () dt
C C C

r? cos?t + r costsint —rsint

A= j 1r2cos?t+rsint+Aht || rcost |dt
0

t ursint h

A = [ (-r*cos?tsint - r’costsin?t + 1r° cos’t
t0
+r?costsint + Arhtcost + urhsint) dt
A = [ (-r*cos?tsint — rcostsin?t + Lrécost(1 — sin?t)
t0
+r?costsint + Arhtcost + urhsint) dt
A = [ (-r*cos?tsint— 213 costsin?t + 1r3 cost
t0
++r?sin2t + Arhtcost + prhsint) dt
A = [+r¥cos3t - Lr3sin®t + 1résint — J-r?cos 2t
+Arh(tsint + cost) — urhcostj
A=-2r 4+ arh(-1—1) — urh(~1 - 1) = —£r® = 2)rh + 2urh
A=2rh(u—2)—4r®
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(b) Die Rotation verschwindet fur
A+u=0= u=2

Aufgabe 2:
Gegeben ist das Kraftfeld

(A% + p+ 1)x*z?cosy
Viu®) = Viu(x,y,2) = ~Ax5z2siny , mit A, u € R,
(2u —4)x°zcosy
(a) Berechnen Sie die Arbeit von P(0/0/0) nach Q(1/1/1) in Abhangigkeit von A2 und u

langs folgendes Weges:
C: Polygonzug geknickt bei (0/0/1) und (1/0/1).

(b) Fur welche A und u ist VM(?) ein Gradientenfeld?

(c) Gibt es eine Potentialfunktion U(X) = U(x, y, z) von V;L#(X) mit U(x, £
U(1,0,2) = 127
Wenn ja, bestimmen Sie sie.

Z) = Ound

,2,

Losung zu Aufgabe 2
—2(u— A —2)zx3siny
Die Rotation ist rot V;L,#(X, Y,Z) = 2(A% —4u +11)x*zcosy
(u—51+ A% + 1)x*z?siny

(1)
Cs: %= il 1 |firo<t<1 =%

(a) Der Weg erstreckt sich
it 0 |firo<ts<1 =%
\ 0/
\ 1) \o) \
Das Arbeitsintegral ist definiert als

. 0
= firo<t<1=X=| 0
1
[ \
1/
/ N\ (0
A = [Viu®) d% = [ Vi) di(t) = [ Vo, (D) % () dt
C C C

N\ /7 N\
O~ o0 oo -~
N

0 0
Ar=[| o |-| 0 |dt=0
0 1
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(b)

(c)

) (A2 +p+Dt? 1 ;

A = | 0 |0 |di= [+ p+ Dt dt
P\ @u-ae 0 o

Az = [Q2+pu+ DB = L2+ p+ 1)
] (A% + u+ 1)cost 0 ]

As = | —Asint | 1 |dt= [ -Asintdt
=0 (2u — 4) cost 0 =0

Az = A[cost]) = A(cos1—1) = A(cos1 1)
A=A1+A2+As = T(A2+pu+1)+Acos1-1)
A=122-2+Acost+tu++
Die Rotation verschwindet fur
M p-1-2=0=u=1+2
2] 2-4u+11=0=12-41+2)+11=0= 12-41+3=0
> =1 20=3=u=3, u2=95
[B] u—-51+12+1=0
Obige Mdoglichekeiten prufen mit [3]
A1 =1und uy =3 oderdy; =3und uz =5
Das Vektorfeld fur z.B. A1 = 1 und pu1 = 3 lautet
5x*z? cosy
VH,,Fs(X, ¥, z) = -x%z?siny
2x5zcosy
Hieraus folgt eine Potentialfunktion:
U(x,y,z) = [5x*z2cosy dx = x5z2cosy + f(y, z)
Ux,y,z) = j—x5z2 siny dy = x°z2cosy + f(x, z)
Ux,y,z) = f2x5zcosy dz = x5z%2cosy + f(x, y)
Somit ist die Potentialfunktion
U(x,y,z) = x°z?cosy + C
Zusatzforderung U(x, 5,2) =0 < C =0
U(x,y,z) = x°z?cosy
Zusatzforderung U(1,0,2) =12 =< 4+C =12 = C =8
U(x,y,z) = x°z?cosy + 8

Das Vektorfeld flr z.B. A2 = 3 und u2 = 5 lautet
15x4z? cosy
\_/)/1:3,,,:5 x,y,z) = -3x%z?%siny
6x°zcosy

Hieraus folgt eine Potentialfunktion:
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Ux,y,z) = j 15x4z2 cosy dx = 3x°z?cosy + f(y, z)
U(x,y,z) = [-3x5z2siny dy = 3x%z%cosy + f(x, z)

Ux,y,z) = j 6x°zcosy dz = 3x%z%cosy + f(x,y)

Somit ist die Potentialfunktion

U(x,y,z) = 3x°z%cosy + C

Zusatzforderung U(x, 5,2) =0 & C =0

U(x,y,z) = 3x°z%cosy

Zusatzforderung U(1,0,2) =12 =< 12+ C =12 = C =0
U(x,y,z) = 3x°z%cosy

Aufgabe 3:
. oo 3x2siny + 2x
Gegeben ist das Kraftfeld V(X) = V(x,y) = :

x3cosy +siny
(a) Liegt ein Gradientenfeld vor?
(b) Berechnen Sie maglichst einfach die Arbeit vom Punkt P(0/z) zum Punkt Q(1/%).

Losung zu Aufgabe 3
(a) Die Integrabilitatsbedingung
0 0

0 13x2g;j — 0 1y3 :
ay[3x siny + 2x] aX[x Cosy + siny]

3x2cosy = 3x?cosy
ist erfullt, somit liegt ein Gradientenfeld vor.
(b) Bestimmung der Potentialfunktion
Ux,y) = [3x2siny + 2x dx = x3siny + x? + f(y)
U(x,y) = [x3cosy +siny dy = x®siny — cos y + f(x)
Somit ist die Potentialfunktion
U(x,y) = x3siny—cosy+x2+C
Die Arbeit von P nach Q kann man bequem Uber die Potentialdifferenz bestimmen
A=U1,%)-UQO0,r) =2+C-(-1+C)=3

Aufgabe 4:
. > u(x) sinxcoshy — 1y ,
Gegeben ist das ebene Vektorfeld V,(Xx) = . = _ , wobei
v(X) —cosxsinhy + Ax
A ein reeller Parameter ist.
(a) Fur welche A ist V,l(?() ein Gradientenfeld?
Fir diesen Fall berechne man die Potentialfunktion U(X).

(b) Sei C4 die geradlinige Verbindung von O(0/0) nach P(Z/yo).
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Man ermittle die Arbeit und zeige, dass diese unabhangig von A und yy ist.

(c) Sei C, die positiv orientierte Einheitskreislinie.

Bestimmen Sie /2(1) = [ udx+vdy.
Co

Losung zu Aufgabe 4
(a) Die Integrabilitatsbedingung
0 0

a—y[sm xcoshy — Ay] = a[—cosxsmher AX]

sinxsinhy — 1 = sinxsinhy + 4

ist nur erfullt fur A = 0, somit liegt ein Gradientenfeld vor.
Bestimmung der Potentialfunktion

Ux,y) = fsin xcoshy dx = —coshycos x + f(y)

U(x,y) = [-cosxsinhy dy = —coshycosx + f(x)
Somit ist die Potentialfunktion mit coshy = %(ey +e7)
Ux,y) = —+(e¥ +e¥)cosx + C

(b) Die Arbeit von O nach P kann man bequem uber die Potentialdifferenz bestimmen
A=U,¥)-U@0,0)=C-(-1+C) =1

(c) Bestimmung des Arbeitsintegrals
Cz : x = cost, y = sint, t € [0;2n]

t : —sint
Coix=| " Vfurte[oorg=x=| "
sint cost

() = [udx+vdy = [ Vi(X) -d¥
Co C>

Zerlegen des Vektorfeldes in einen wirbelfreien Anteil und einen in Abhangigkeit von
A

v ®) = sinxcoshy o -y
’ —cosxsinhy X

Der wirbelfreie Teil liefert fir das Integral keinen Beitrag (Startpunkt = Endpunkt)

5 . 2 —sint —sint
A= [VG®) xdi= [ "0 ). T ) ar
Co £0 cost cost

2r 2n
A = [ Asin?t+cos?t)dt = [ Adt = 2nA
t=0 =0
Aufgabe 5:

. 2
Gegeben sei ein Vektorfeld V(x,y) = ( 4 )
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(a) Fur welche stetig differenzierbare Funktion g : R* - R* ist

2y - g(y)

Vy(x,y) = V(X y) =
9. y) =gy - V(x,y) <(y_x).g(y)

) wirbelfrei in {(x,y) : y > 0}?

(b) Man bestimme fur diesen Fall eine Potentialfunktion U(x, y).

Losung zu Aufgabe 5
(a) Integrabilitatsbedingung
0 0

oy 9wl = =% - 9]

29(y) +2yg'(y) = —9(y) < 2yg'(y) = -39(y)

_%((}5/’)) - -3 L mitixy) 1y >0}
9V 4y [_31
Fooy & =12y ¥

@) =-3iny+c

g(y) = Cy 2 mity > 0
(b) Das Vektorfeld lautet nun

. 2v.Cy > oy
Vo(x,y) = R el T
y-x)-Cy= yz -

Hieraus folgt eine Potentialfunktion:

Ux,y) = C[2y 2 dx = 2Cxy 7 +f(y)

Ux,y) = C[(y7 —xy2) dy = 2Cy? + 2Cxy % + f(x)
Die Potentialfunktion ist damit

Ux,y) = 2C(y% +xy‘%) +A

X N
< |
N[
N S

Aufgabe 6:
—X
Im R3 sei das Vektorfeld V(x, y,2) = ~y gegeben.
2(x+y+2)

(a) Man berechne die Divergenz und die Rotation von V(x, V,Z)

(b) Man berechne das Arbeitsintegral IV(X, y, z) dX, wobei C die Kurve mit der
C

Parametrisierung
x(t) cost

C:X()=1| y@ 2 mit t € [0; x] ist.
z(t) sint
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Losung zu Aufgabe 6
(a) div V(x,y,z) = 0

2
rot V(x, Y,Z) = -2
0

Y%

(b) A = [V(x,y,2) d% = [ V() X it
C C
Fur die Kurve gilt

cost —-sint
C:%=| 2 |mitte[0n] =% 0
sint cost
. —cost —-sint .
A= | ) 0 dt = [ 3sintcost+2cos?t+4costdt
O\ 2cost+4+2sint cost =0

A= [%sin2t+t+ Lsin2t+4sinf]§ =«

Aufgabe 7:
Es sei die folgende Funktion auf R? gegeben.

f(x,y) = xy(1 = x* - y?)
(a) Man bestimme die Bereiche, in denen f null, positiv bzw. negativ ist.
Man veranschauliche dies an einer Zeichnung!

(b) Man berechne samtliche kritischen Punkte von f(d.h.grad f(x,y) = 5) und
charakterisiere sie anhand der Zeichnung (Minimum, Maximum, Sattelpunkt, etc.).

Losung zu Aufgabe 7

(a) Die Null-Linien sind:
x = 0 = y-Achse
y = 0 = x-Achse
1 - x2 - y? = 0 = Kreis um Urspung O(0/0) mit Radius r =1

—2x2 X% - y? +1 1 -2 — 3x2
(b) grad fx,y) = | XY HYEXEoyT ) [y =yt = 3x)
-2xy? + X(=x% = y? + 1) x(1 - 3y2 — x?)

grad f(x,y) = 0

y(1—y2—3x2)=O<:>y=0:>x=i\/§oderx=i1
x(1—3y2—x2):O@x:O:yziEoderyzﬂ

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



Folgende Punkte ergeben sich:
E1(0/0), E23(0/ 1), Eas(0/ + [1), Es7(x1/0), Ego(+ [1/0)
Die Hesse-Matrix ist

Howy) - ( _6xy 3x% - 3y2 4+ 1 )
-3x% - 3y? + 1 —6xy

Die Determinante ist

D(x,y) = 6(x? + y?) + 18x%y? — 9(x* + y*) — 1

oder teilweise nach den Variablen faktorisiert

D(x,y) = x?(6 + 18y? — 9x?) + y?(6 — 9y?) — 1

De, o) = —1 < 0 Sattel

De, 011y = -4 < 0 Sattel

_ Ty _
De i) = 2> 0= fx(0,+ [3) = 0
DEGJ(ﬂ/o) = —4 < 0 Sattel
DE&Q(i 50 = 0 keine Aussage

Aufgabe 8:
Es sei die Funktion f durch f(x, y) = x® + 3xy? — 3xy gegeben.

(a) Man skizziere die Bereiche von f, in denen die Funktion null, positiv bzw. negativ ist.

(b) Bestimmen Sie die Lage und Grole aller relativen Extrema und charakterisieren Sie
sie
(i) Uber die Skizze aus (a)
(ii) durch Uberprifen der hinreichenden Bedingung (Hesse-Matrix).

Losung zu Aufgabe 8

(@) x3+3xy? —3xy = x(x2+3(y2 - y)) = x(x2 +3(y - 1) — 7)
Die Null-Linien sind:
x = 0 = y-Achse
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X2 (y_ %)2

42 +12(y- )2 =1 X 4 2720 _ 1 = Ellipse
4 12
Ellipse um M(0/%) mit x-Halbachse + und y-Halbachse %

2 2 _ 3(x2 + V2 —
(b) grad f(x,y) 3x< + 3y - 3y _ X“+ys-y)

-3Xx + 6xy 3x(2y — 1)
grad f(x,y) = 0
3(x2+y2—y)=0:>y:%:>x=i

NN

xX2y-1)=0=x=0=y=0,y=1
Folgende Punkte ergeben sich:
E1(0/0), E5(011), Es(£/4), Ea(~1/3)

Die Hesse-Matrix ist

Howy) — ( 6x 6y—3 )
6y—-3 6x
Die Determinante ist
D(x,y) = 36(x> - y?+y) -9
oder teilweise nach den Variablen faktorisiert
D(x,y) = 36x? + 36(y — y?) - 9
De, o0y = -9 < 0 Sattel
De, oy = -9 < 0 Sattel
DES(%,%) =9 > 0 = fxx > 0 Minimum

DE4(,%,%) =9 > 0 = fxx < 0 Maximum
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