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1. Kinematik der Translation

Zur Kinematik (Bewegungslehre) gehoren die Bewegungsgesetze ohne die bei der Be-
wegung auftretenden Krafte zu beriicksichtigen.Unter Translation versteht man eine
fortschreitende Bewegung.

1.1. Kinematische GrofRen der Translation

Ort X in [m] (oder zuriickgelegter Weg 5), Geschwindigkeit ¥ in [ ] und Beschleuni-
gung d in [ 7] sind vektorielle GroRen, d. h. Richtung und Betrag sind von grundlegender
Bedeutung.

Bewegungen konnen langs einer Linie (eindimensional) - z. B. beschleunigte Bewegung
auf einer Geraden, in einer Ebene (zweidimensional) - z. B. waagrechter Wurf oder im
Raum (dreidimensional) - z. B. auf einer Schraubenlinie (darauf wollen wir nicht einge-
hen) erfolgen.

Es ist zweckmaRig, sich ein geeignetes Koordinatensystem zu wahlen. Die kinematis-
chen GroRen werden auf dieses Koordinatensystem angepalt.

Eindimensional:

Man kann auf eine vektorielle Darstellung verzichten, da man nur eine Raumrichtung
hat.

Kinematische GrofRen in positive Koordinatenrichtung zahlen positiv, die in negative
Koordinatenrichtung zdhlen negativ (werden mit einem Minus versehen). So hat das
Vorzeichen einer kinematischen Grofe nur die Bedeutung der Richtung.

Zweidimensional:

Man kann hier vektoriell arbeiten oder man notiert die Gegebenheiten separat in zwei
zueinander orthogonale Koordinatenrichtungen.

Kinematische GroRen in jeweils positive Koordinatenrichtung zdhlen positiv, die in jew-
eils negative Koordinatenrichtung zdahlen negativ (werden mit einem Minus versehen).
So hat auch hier das Vorzeichen einer kinematischen GroRe nur die Bedeutung der Rich-
tung in der jeweiligen Koordinatenachse.

Die Bewegung erfolgt in einer Ebene, die durch die beiden Koordinatenachsen aufges-
pannt wird und es ist zweckmaRig, die kinematischen GrofRen in diese beiden Raum-
richtungen zu zerlegen.

Eindimensionaler Fall:
Man unterscheidet grundsatzlich Ort x(t) und zuriickgelegter Weg s(t).

Hat eine Bewegungen keine Richtungsumkehr (Geschwindigkeit wechselt ihr Vorze-
ichen nicht), so hdngen diese beiden Groen wie folgt zusammen:

s(t) = x(t) — x(to) = x(t) — xo

Hierbei ist ty der Zeitpunkt bzw. x(ty) = x¢ der Ort zu Beginn der Bewegung und t der
Zeitpunkt bzw. x (t) der Ort am Ende der Bewegung.

Hat eine Bewegung eine Richtungsumkehr (Geschwindigkeit wechselt ihr Vorzeichen
wahrend der Bewegung) - z. B. senkrechter Wurf nach oben oder schiefer Wurf - so kann
man die Bewegung in Teilbewegungen vor der Umkehr und nach der Umkehr aufteilen.
Eine charakteristische GrofRe einer solchen Bewegung ist der Zeitpunkt tg, bei dem die
Richtungsumkehr erfolgt.
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1.1.1. Ort

Der Ort x ist ein Mal fiir die Entfernung zum Koordinatenursprung.
Ist der Ort x positiv, so liegt er auf der positiven Seite der Koordinatenachse,
ist der Ort x negativ, so liegt er auf der negativen Seite der Koordinatenachse.

Der zuruickgelegte Weg s ist immer eine positive Grofle und unabhangig von der Wahl
des Koordinatensystems.
l< S o

r 1

- X
—X4 O +Xp
— ——
<0 >0

1.1.2. Geschwindigkeit
Die Geschwindigkeit v ist ein Mal, wie schnell und in welche Richtung die Bewegung
erfolgt.

Ist die Geschwindigkeit v positiv, so bewegt sich ein Korper in positive Koordinaten-
richtung,

ist die Geschwindigkeit v negativ, so bewegt sich ein Korper in negative Koordinaten-
richtung.

+v4 >0 —vp <0
- X
—XA 0] +Xg

1.1.3. Beschleunigung

Die Beschleunigung a ist ein Mal}, wie stark die Geschwindigkeit zu- oder abnimmt.
Ist die Beschleunigung a positiv, so nimmt die Geschwindigkeit eines Korpers zu,
ist die Beschleunigung a negativ, so nimmt die Geschwindigkeit eines Korpers ab.

1.2. Zusammenhang der kinematischen Gréfen der Translation

Die explizite Zeitabhangigkeit dieser kinematischen GroRen bezeichnet man als Bewe-
gungsgleichungen. Die kinematischen GroRen sind folgendermallen miteinander verkniipft.

Verkniipfung von Ort und Geschwindigkeit
- Differentielle Darstellung:

_dx

U(t) = E

Die Momentangeschwindkeit eines Korpers ist die erste Ableitung des Orts nach
der Zeit.
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x(t)

x(t+At) — x(t)

A
// At | .
t t+ At
Mathematisch gesehen:
Die mittlere Geschwindigkeit 7 = %ﬂ‘_f(” = i—’f im Zeitintervall zwischen

t und t + At ist die Steigung der Sekante im Orts-Zeit-Diagramm. (Steigung der
Geraden durch die Punkte A und B).
dx

Die Momentangeschwindigkeit v (t) = Alitm0 % = Z; = x(t) eines Korpers zum

Zeitpunkt t ist die Steigung der Tangente im Punkt A des Orts-Zeit-Diagramms.

Wenn man allgemein vom Begriff Geschwindigkeit spricht, so meint man immer die
Momentangeschwindigkeit. Andernfalls spricht man explizit von mittlerer Geschwindigkeit
oder Durchschnittsgeschwindigkeit.

- Integrale Darstellung:

x(t+At) t+At t+At
dx’ = J v(tHdt' = x(t + At) — x(t) = J v(tdt’
x(t) ¢ s ¢
Ax =x(t+At) —x(t) =s

ist der zuruckgelegte Weg in der Zeit von t bis t + At.
Mathematisch gesehen:

Der zuriickgelegte Weg s ist gleich der Flache unterhalb des Geschwindigkeits-
Zeit-Diagramms in den Grenzen von t und t + At.

Verkniipfung von Geschwindigkeit und Beschleunigung

- Differentielle Darstellung:

dv
a(t) = E

Die Momentanbeschleunigung eines Korpers ist die erste Ableitung der Geschwindigkeit
nach der Zeit.
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v(t)

v(t+At) —v(t)

A
// At | .
t t+ At
Mathematisch gesehen:
Die mittlere Beschleunigung a = X£-20=1 — 2 iy 7ejtintervall zwischen ¢ und

t + At ist die Steigung der Sekante im Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm. (Steigung
der Geraden durch die Punkte A und B).
dv

Die Momentanbeschleunigung a(t) = BIPO AA—’; = 4 = V(t) eines Korpers zum

Zeitpunkt t ist die Steigung der Tangente im Punkt A des Geschwindigkeits-Zeit-
Diagramms.

Wenn man allgemein vom Begriff Beschleunigung spricht, so meint man immer die
Momentanbeschleunigung. Andernfalls spricht man explizit von mittlerer Beschle-
unigung oder Durchschnittsbeschleunigung.
- Integrale Darstellung:
v (t+At) t+At t+At
J av’ = J a(t)dt' = vt +At) —v(t) = J a(t')dt’
v(t) t t
Av =v(t + At) —v(t)
ist die Geschwindigkeitsdnderung in der Zeit von t bis t + At.
Mathematisch gesehen:
Die Geschwindigkeitsianderung Av ist gleich der Flache unterhalb des Beschleunigungs-
Zeit-Diagramms in den Grenzen von t und t + At.
Verkniipfung von Ort und Beschleunigung

- Differentielle Darstellung:

dv d°x
t = — = —
Al =3¢ = ar
Die Momentanbeschleunigung eines Korpers ist die zweite Ableitung des Orts nach
der Zeit.
Bemerkungen:

Startet ein Korper nicht vom Ursprung aus (hat er also bei Bewegungsbeginn schon eine
Anfangsentfernung vom Ursprung x(), so muss man immer Ort und zuruckgelegten
Weg unterscheiden. Startet ein Korper nicht aus der Ruhe heraus, so besitzt er bereits
bei Bewegungsbeginn eine Anfangsgeschwindigkeit vy.
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- Der Ort x(t) eines Korpers ist gleich dem orientierten Flicheninhalt unterhalb
des Geschwindigkeits-Zeit-Diagramms plus seiner Anfangsentfernung Xx,.

Orientierter Flicheninhalt bedeutet:
Flache oberhalb der Zeitachse minus Flache unterhalb der Zeitachse.
- Der zuriickgelegte Weg s(t) eines Korpers ist gleich dem absoluten Flacheninhalt
unterhalb des Geschwindigkeits-Zeit-Diagrammes.
Absoluter Flacheninhalt bedeutet:
Flache oberhalb der Zeitachse plus Flache unterhalb der Zeitachse.

Anmerkung:

- Nur bei einer Bewegung mit Richtungsumkehr gibt es Teile ober- und unterhalb
des Geschwindigkeits-Zeit-Diagramms. Orientierte Flache und absolute Flache sind
zu unterscheiden.

- Erfolgt eine Bewegung ohne Richtungsumkehr, so wahlt man die Koordinate-
nachse zweckmalRigerweise in Bewegungsrichtung und erreicht somit, dass das
Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm immer oberhalb der Zeitachse liegt. Orientierte
Flache und absolute Flache sind identisch.

Der zurtickgelegte Weg s(t) ist gleich dieser Flache und
der Ort x(t) ist gleich dieser Flache plus der Anfangsentfernung x.

x(t) = v(tHdt + xg

s(t) = v(tHdt

Hinweis: Startet ein Korper ohne Richtungsumkehr zusatzlich vom Ursprung
aus (xo = 0), so ist Ort und zuruickgelegter Weg identisch.

- Allgemein gilt fiir eine Bewegung mit oder ohne Richtungsumkehr:

t
v(t) = J a(t')dt + vy

t'=to
Die Momentangeschwindigkeit eines Korpers ist gleich dem orientierten Flachen-
inhalt unterhalb des Beschleunigungs-Zeit-Diagramms plus seiner Anfangsgeschwindigkeit
Vo-
2. Eindimensionale Bewegungsformen ohne Richtungsumkehr

2.1. Gleichférmige Bewegung

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Beschleunigung a = 0 ist.
Gleiche Strecken werden in gleichen Zeiten zurtickgelegt. Bezeichnungen:
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to: Zeit des Bewegungsbeginns
xo: Anfangsentfernung (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt £ = 0
vo: Anfangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
x(t): Ort (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt t
v(t): Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t
2.1.1. Bewegungsgleichungen
Fir gleichformige Bewegungenista =0, t > 0.
Es gilt:
a(t) =0

t t

v(t) = J a(tdt' + vy = J 0dt’ + vg = vg = const.

t'=tg t'=tg
t t

x(t) = J v(tHdt + xy = J vodt' + x9 = vo - (t — ty) + X0

t'=tg t'=tg

Beginnt der Koérper zum Zeitpunkt t, = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-

gen z

u:

- Das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz:

a(t) =0

- Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz:

t t
v(t) = J a(t)dt +vy = J 0dt’ + vo = vo = const.
t'=0 £'=0

Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse.

Die mittlere Geschwindigkeit v (Durchschnittsgeschwindigkeit) einer gleichfor-
migen Bewegung ist gleich der Momentangeschwindigkeit. Fur ¢, > t; folgt:

x(t2) —x(t1) _ Votz + xo — (Woly + Xo)

th— 14 -t
_ Volta—t1) _ v
tr — t 0

- Das Orts-Zeit-Gesetz:

t t
x(t) = J v(thdt + xg = J vodt' + xo = Vot + Xy
t'=0 t'=0

Das Orts-Zeit-Diagramm ist eine steigende Gerade mit dem x-Achsenschnittpunkt

Xo und der Steigung vy = %.
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2.1.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir die gleichférmige Bewegung sehen folgendermalen
aus:

Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

v(t)

y

Vo

ty

Der Ort x (t,) entspricht der Flache des Rechtecks (positiv) plus der Anfangsentfernung
X0-

x(t1) = (vo—0)(t1 — 0) + x0 = Vot1 + X0
Der zurtiickgelegte Weg s(t,) entspricht der Flache des Rechtecks (positiv).

s(t1) = (Vo —0)(t1 — 0) = voly

x(t)

AXx
At

X071

Das Orts-Zeit-Diagramm

Die Diagramme fir t, > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um ¢, in positive
t-Richtung verschoben.

2.1.3. Beispiele
Beispiel 1:

Ein Fahrzeug A fahrt mit der konstanten Geschwindigkeit v, zu Ort B, der d entfernt
ist. Ein Fahrzeug B aus Ort B fahrt Fahrzeug A mit der konstanten Geschwindigkeit
VUp > U4 entgegen.

Wann und wo treffen sich die beiden Fahrzeuge und welchen Weg haben sie jeweils bis
dahin zurtckgelegt?
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Losung:
Graphische Losung

X
d
xa(t)
XT
xp(t)
-t
tr Die Bewegungsgleichungen der beiden Fahrzeuge laut-
en

xa(t) =vutfurt =0
xp(t)=d—-vgtfurt =0

Die Bedingung fiir fiir den Treffpunkt ist: x4(t) = xp(t)
val = d— vl

Der Zeitpunkt t7 fiir den Treffpunkt ist

d
tr =
Va+ VUp

Der Ort des Treffens berechnet sich

UAd
Va + VUp

Xt = Xa(tr) = valr =

Der von Fahrzeug A zuriickgelegte Weg ist
Sa = xa(tr) —xa(0) = vatr
Der von B zurtickgelegte Weg ist

sg = xp(tr) — x5(0) = vptr

Beispiel 2:

Ein Fahrzeug A hat den Vorsprung von d und fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
v4 nach Ort B. Ein weiteres Fahrzeug B startet ty spater von Ort A mit der konstanten
Geschwindigkeit vg > v, in Richtung B.

Wann und wo treffen sich die beiden Fahrzeuge und welchen Weg haben sie jeweils bis
dahin zuruckgelegt?

Losung:

Graphische Losung
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xp(t)
XT xA(t)
d

-t

to tr

Die Bewegungsgleichungen der beiden Fahrzeuge lauten

xa(t) =vat+dfurt=0
XB(t) = UB(t - to) fur t > to

Die Bedingung fiir den Treffpunkt ist: x(t) =

Vat + d= vt — Vgl
Der Zeitpunkt tr fiir den Treffpunkt ist

_ d+UBt0
Vp — V4

tr >t

Der Ort des Treffens berechnet sich

d + vpt
slo

d

xp(t)

_ UAd + VavUgty + ’UBd - ’UAd _

Y5 (yatord)

xT =xa(t7) = UAtT-l-d = VA
Vp — Va

Der von Fahrzeug A zuriickgelegte Weg ist
Sa = xa(tr) —x4(0) = vatr
Der von Fahrzeug B zuriickgelegte Weg ist

sg = xp(tr) — xp(to) = vp(tr — to)

2.2. Gleichmifig beschleunigte Bewegung

VUp — Va

Vg —Va

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Beschleunigung a = const. >
0 ist. Die Beschleunigung und die Geschwindigkeit haben dieselbe Richtung.

Bezeichnungen:
to: Zeit des Bewegungsbeginns

xo: Anfangsentfernung (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt £ = 0
vo: Anfangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
x(t): Ort (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt ¢
v(t): Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t

a: Konstante Beschleunigung

© Jurgen Gilg 2008
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2.2.1. Bewegungsgleichungen

Fir beschleunigte Bewegungen ist a = const. > 0, t > 0.
Es gilt:

a(t) = a = const.
t t
v(t) = J a(tdt +vy = J adt’' +vog=a - (t —tyg) + vg
t'=to t'=to
t

t
x(t) = J v(tHdt + xo = J(a-(t’—to)+vo)dt’+x0:;a-(t—to)2+v0-(t—to)+x

t'=to t'=tg

Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz:
a(t) = a = const.

Das Beschleunigungs-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse oberhalb der
t-Achse, weil a > 0 ist.

- Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz:
t t
v(t) = J a(tdt + vy = J adt’ +vg = at + vy
t'=0 =0
Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine steigende Gerade mit dem v-Achsenschnittpun

Vo und der Steigung a = Av

At "
Die mittlere Geschwindigkeit ¥ (Durchschnittsgeschwindigkeit) einer gleichmaRig
beschleunigten Bewegung ist diejenige konstante Geschwindigkeit, bei der in der-

selben Zeit derselbe Weg zurtickgelegt wird. Fur ¢, > t; folgt:

x(tZ) — x(tl) _ %at% + Votr + X — (%at% + Vot + XO) B %a(t% - t%) + vo(ty — tl)
th—tp t, — t1 B t, — t1

1 1

i(a(tl +t2) + 2vp) = g(v(tl) +v(t2))

- Das Orts-Zeit-Gesetz:
t t

1
x(t) = J v(tHdt + xg = j (at’ + vo)dt + xo = Eat2 + Vot + X0
=0 =0

Das Orts-Zeit-Diagramm ist ein Teil des rechten Zweigs einer nach oben gedffneten

Parabel.
Der senkrechte Wurf nach unten fallt ebenfalls unter diese Kategorie der Bewegungen,
jedoch mit der konstanten Beschleunigung a = +g = 9, 81 st
Der freie Fall ist ein Spezialfall des senkrechten Wurfes nach unten, mit den Bedingun-
gen:

a=+g=9,81?2,v0=0
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2.2.2. Diagramme
Die zugehorigen Diagramme fiir die gleichméaRig beschleunigte Bewegung sehen folgen-
dermalen aus: Das Beschleunigungs-Zeit-Diagramm

a(t)

A

-t

ty

Der momentane Geschwindigkeit v (t;) entspricht der Flache des Rechtecks (positiv)
plus der Anfangsgeschwindigkeit vy.

’U(tl) = (a - O)(tl -0) + Vo = aty + vy
Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

v(t)

A

/

Av

ol At

-t

t
Der Ort x(t;) entspricht der Flache des Trapezes (positiv) plus der Anfangsentfernung
X0-
1 1 1,
X(tl) = E(U0—0+U(t1)—0)(t1—0)+)€0 = E(v0+at1+vo)t1+xo = Eatl +Vot1 +Xo
Der zurtiickgelegte Weg s(t;) entspricht der Flache des Trapezes (positiv).
1 1 1,
S(tl) = E(’UQ -0+ U(tl) — 0)(t1 -0) = 5(1)0 + aty + ’Uo)t1 = Eatl + Vot

Das Orts-Zeit-Diagramm
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x(t)

X0l

-t

Die Diagramme fiir t; > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um t; in positive
t-Richtung verschoben.

2.2.3. Beispiele
Beispiel 1:

Ein Fahrzeug A fahrt mit der konstanten Geschwindigkeit v, zu Ort B, der d entfernt
ist. Ein Fahrzeug B aus Ort B fahrt Fahrzeug A mit einer konstanten Beschleunigung ag
aus der Ruhe heraus, jedoch um t, zeitverzogert, entgegen. Wann erreicht A die Mitte?
Wie groR muss ap gewahlt werden, damit sich die beiden Fahrzeuge zur selben Zeit in
der Mitte treffen?

LOosung:
Graphische Losung
X
d
xa(t)
a
2
xp(1)
-t

to tr
Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Fahrzeuge lauten
xXa(t) =vatfirt >0

xp(t) =d - ;ag(t —ty)?furt =t

Die Bedingung, dass sich A in der Mitte befindet, ist: x4(t) = %

d
'UAt=§

Hieraus folgt die Zeit t7, bei der A in der Mitte ist

d

tr = ——
T ZUA
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Gleichzeitiger Treffpunkt von B in der Mitte fordert: xz(t7) = %

1 d
d - sap(tr - to)® = >

Hieraus ergibt sich fiir die Beschleunigung ay des Fahrzeugs B

d

ag= ———
B (tT — to)?

Beispiel 2:

Ein Fahrzeug A hat den Vorsprung von d und fahrt mit konstanter Geschwindigkeit v 4
nach Ort B. Ein weiteres Fahrzeug B startet von Ort A mit der konstanten Beschleunigung
ap aus der Ruhe heraus in Richtung B.

Wann und wo treffen sich die beiden Fahrzeuge und welchen Weg haben sie jeweils bis
dahin zurtckgelegt?

LOosung:
Graphische Losung

X

. xp(t)
XT XA(t)
d
-t

t
Die Bewegungsgleichungen fiir die beiden Fahrzeuge lauten

Xa(t) =vat+dfurt =0

1
xp(t) = Eagtz furt >0
Die Bedingung fiir einen Treffpunkt ist: x4 (t) = xp(t)
1 2 1 2
vAt+d=§aBt = gagt —UAt—d=O

Dies liefert fiir den Zeitpunkt des Treffens eine quadratische Gleichung der Variablen t

UAi\/Ui-i-Z&le:viA_'_ (E)Z_i_ﬁ

ap ap - ap asp

t,2 =

Nur die positive Losung t; macht physikalisch Sinn. ¢, ist der Zeitpunkt wann sie sich
treffen.

Der Treffpunkt berechnet sich

Xt =xa(t1) =vath +d
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Der von A zuriickgelegte Weg ist
Sa=x4(t1) —x4(0) =vaty

Der von B zuriickgelegte Weg ist

1
sgp = xg(t1) — xp(0) = EaBt%

2.3. Gleichmifig verzogerte Bewegung

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Verzogerung —a = const. < 0
ist. Verzogerung und Geschwindigkeit sind entgegengesetzt gerichtet.

Bezeichnungen:
to: Zeit des Bewegungsbeginns
xo: Anfangsentfernung (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt t = 0
vo: Anfangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
x(t): Ort (Abstand zum Ursprung) zum Zeitpunkt t
v(t): Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t
—a: Konstante Verzogerung

2.3.1. Bewegungsgleichungen

Fur verzogerte Bewegungen ist —a = const. < 0,0 < t < ts. Verzogerte horizontale
Bewegungen horen auf, wenn die Geschwindigkeit auf Null abgesunken ist. Es erfolgt
keine Richtungsumkehr. Somit ist diese Bewegung zeitlich begrenzt, namlich bis ¢s.

Es gilt:

a(t) = —a = const.
t t
v(t) = J a(t)dt +vy = J (—a)dt' +vy=—a- (t -ty + vy
t'=to t'=to
t

2

t
x(t) = J v(tHdt + xo = J (—a- (t' —tg) +vo)dt +x¢ = —la- (t —to)®> +vo- (t —ty)

t'=to t'=tg

Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz:
a(t) = —a = const.

Das Beschleunigungs-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse unterhalb der
t-Achse, weil —a < 0 ist.

- Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz:

t t
v(t) = J a(tdt' +wvy = J (—a)dt' +vg = —at + vg
t'=0 t'=0
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Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine fallende Gerade mit dem v-Achsenschnittpunk

Vo und der Steigung —a = %’.

Die mittlere Geschwindigkeit v (Durchschnittsgeschwindigkeit) einer gleichmaRig
verzogerten Bewegung ist diejenige konstante Geschwindigkeit, bei der in dersel-
ben Zeit derselbe Weg zuriickgelegt wird. Fiir £, > t; folgt:

_ x(t) - x(t) —3ats + vots + X0 — (—3ati + vot1 + Xo)
tZ—tl tz—tl
—ra(td —t2) + vo(ta — ty)
2 2 1 o\lt2 1

1
= = —(—a(ty +t2) +2
Lt 2( a(ty +t2) + 2vy)

§<v<t1> Fu(ts)

- Das Orts-Zeit-Gesetz:

t t
, , 1
x(t) = J v(tHdt + xo = J (—at’ + vo)dt' + xo = —gat2 + Vot + X0
t’=0 t’=0

Das Orts-Zeit-Diagramm ist ein Teil des linken Zweigs einer nach unten geoffneten
Parabel.

v
ts=—>

a
ist die Bremszeit und

2
S = x(tg) — x(0) = ;’—2

der Bremsweg.

2.3.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir die gleichmaRig verzogerte Bewegung sehen folgender-
malen aus:

Das Verzogerungs-Zeit-Diagramm

a(t)

6

Ls

Die momentane Geschwindigkeit v (t;) entspricht der Flache des Rechtecks (negativ)
plus der Anfangsgeschwindigkeit v.

V(t;)) = —=(0—-(-a))(t1 —0) + vg = vy —aty

Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm
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v(t)

Vo

Av
At

t, tg
Der Ort x (t;) entspricht der Flache des Trapezes (positiv) plus der Anfangsentfernung
X0-
1 1 1,
X(tl) = E(U0—0+U(t1) —0)(t1 —0) +Xo = E(Uo-ﬁ-’l}o—&ltl)tl +Xo = ’U()tl—Ea,tl + X0
Der zurtiickgelegte Weg s entspricht der Flache (positiv) des Trapezes.

1 1 1
s(t) = 5 (Vo =0+ v(t) = 0)(ty = 0) = 5 (vo + Vo — at)ty = Vo, — Eat%

Das Orts-Zeit-Diagramm

x(t)

S

X0

ts - 1

Die Diagramme fur t, > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um ¢, in positive
t-Richtung verschoben.

2.3.3. Beispiele

Beispiel 1:

Ein Fahrzeug fahrt mit der Geschwindigkeit vy auf der Autobahn. Als der Fahrer einen
Stau sieht, bremst er mit einer konstanten Verzégerung —a bis er zum Stillstand kommt.

Wie lange dauert die Bremsung und wie groR ist der Bremsweg?
LOosung:
Die Bewegungsgleichungen lauten

1
x(t) = vot — Eat2

v(t) = vo —at
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Stillstand fordert: v(t) = 0
vo—at=0

Die Bremszeit ergibt sich
v
tg = —
a
Der Bremsweg ergibt sich

2
S = x(ts) — x(0) = ;’—;

3. Eindimensionale Bewegungen mit Richtungsumkehr
3.1. Senkrechter Wurf nach oben

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Verzogerung —a = —g =
const. = —9,81 3 < 0 ist.
Bezeichnungen:

to: Zeit des Bewegungsbeginns
vo: Anfangsentfernung (Hohe iiber dem Ursprung) zum Zeitpunkt t = 0
vo: Anfangsgeschwindigkeit (Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
y(t): Ort (Hohe tiber dem Ursprung) zum Zeitpunkt £
v(t): Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t
—g: Konstante Erdbeschleunigung —g = —9, 81 S%

3.1.1. Bewegungsgleichungen

Fir diese Bewegungen ist —a = —g = const. < 0, t > 0. Es erfolgt eine Richtungsumkehr
bei der Steigzeit is.

Es gilt:

a(t) = —g = const.
t t
v(t) = J a(tdt +vy = J (—g)dt' +vg=—g - (t — ty) + Vg

t'=tg t'=tg
t

t
y(t) = J v(tHhdt + yo = J (=g - (t' —to) +vo)dt' + yo = —;g - (t = to)* + v - (t — to)

t'=tg t'=tg

Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz:
a(t) = —g = const.
Das Beschleunigungs-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse unterhalb der

t-Achse, weil —g < 0 ist.
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- Das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz:

t

t
v(t) = J a(th)dt + vy = J (—g)dt' + vy = —gt + vy
t'=0 £'=0

Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine fallende Gerade mit dem v-Achsenschnittpunk

Vo und der Steigung —g = %’.
- Das Orts-Zeit-Gesetz:

t t 1
y(t) = J v(t)dt' + yo = J (—gt’ +vo)dt’ +yo = —Egt2 + Vot + o
t'=0 t'=0

Das Orts-Zeit-Diagramm ist eine nach unten gedffnete Parabel.

Die Steigzeit ist

Vo
ts = —

g

die Steighohe ist
2

LY
Ys =2o 29

3.1.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir den senkrechten Wurf nach oben sehen folgender-
malen aus:

Das Verzogerungs-Zeit-Diagramm

a(t)

A

t )

i -t

-9

Die momentane Geschwindigkeit v (t;) bzw. v (t») entspricht der Flache des Rechtecks
(negativ) plus der Anfangsgeschwindigkeit v.

v(t) =—(0-(-g))(t1 —0) + vy = vy — gty
V(t2) = —(0—=(=g))(t2 —0) + vg = Vo — gt

Das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm
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v(t)

Vo1

ty ts At

Fur t; < tg, mit tg = % gilt:
Der Ort x(t;) entspricht der Flache des Trapezes (positiv) plus der Anfangshohe y.

1 1 1
x(t1) = = (Vo—0+v (t1)=0)(t1—0) + o = = (Vo+Vo—gt1)t1+ Yo = Vot1— = gti+ Vo
2 2 2

Der zurtiickgelegte Weg s(t;) entspricht der Flache des Trapezes (positiv).
1 1 1
s(ty) = 5(1}0 —0+v(ty) —-0)(t; - 0) = E(UO + Vo —gti)t1 = voty — §gtf

Fiar t, > tg, mit tg = % gilt

Der Ort x (t,) entspricht der Flache des Dreiecks 1 (positiv) minus der Flache des Dreiecks
2 (negativ) plus der Anfangshohe yy.

1 1 1 v 1 v
X(t2) = 5 (Wo = 0)(ts = 0) = 5 (0 = v (t2)) (t2 — t5) + ¥ = Evoj’ — 5 (gt2 — vo) (t2 - j) +
1
x(tz) = volz — igtg + >0
Der zurtiickgelegte Weg s(t») entspricht der Flache des Dreiecks 1 (positiv) plus der
Flache des Dreiecks 2 (negativ).
Vo Vo

1 1 1 1
s(t2) = E(UO - 0)(ts = 0) + E(O— V(L)) (tr — ts) = EUOE + §(Qt2 — Vo) (L2 — E) =...

1 v
t2) = —voty + —gt3 + —2
s(t2) Volz + 59t g
Das Orts-Zeit-Diagramm
y(t)
Vs

Yo

ts vt

Die Diagramme fir t, > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um ¢, in positive
t-Richtung verschoben.
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3.1.3. Beispiele
Beispiel 1:

Ein Korper wird aus der Hohe v, = 15 m mit der Geschwindigkeit vy = 20 % senkrecht
nach oben geschossen. Wann erreicht er den hochsten Punkt und wie hoch liegt dieser
uber dem Erdboden? Mit welcher Geschwindigkeit (welches Vorzeichen hat diese) trifft
er auf dem Erdboden auf?

Vereinfachend rechnen wir diese Aufgabe mit —g = —10 S%
LOosung:
Die Bewegungsgleichungen lauten

1
y(t) = _igt + Vot + Yo

v(t) = —gt+ vy
Die Steigzeit berechnet sich aus der Bedingung: v (ts) = 0
Vo
ts = —
Y

Der hochste Punkt ist der Ort zur Zeit tg

=2s

2

1 v
yszy(tS)Z’U()ts—igtg—{—yo:yo_i_izgsm

Die Zeit, die er benotigt, um auf die Erde zu treffen, errechnet sich aus: y(t) =0

1
—igt2 + Vot + Yo =0

az—lg,b=U0,C=3’0

2
tl,Z — @i (&)2_’_@
9 g 9

Nur der positive Wert t; = 4,65 s ist physikalisch interessant.
U(tl) =V — gt = —26,5% <0

da sich der Korper nach unten bewegt.

4. Zweidimensionale Bewegungen ohne Richtungsumkehr
4.1. Waagrechter Wurf

Ein waagrechter Wurf ist eine zweidimensionale Bewegung. Man wahlt zwei aufeinander
senkrechte Koordinaten x (nach rechts positiv) y (nach oben positiv). Der waagrechte
Wurf teilt sich in zwei voneinander unabhangige, senkrecht zueinander stehende Bewe-
gungen auf.

Bezeichnungen:
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H: Anfangshohe (Hohe iiber dem Ursprung) zum Zeitpunkt t = 0

vo: Anfangsgeschwindigkeit in x-Richtung (horizontale Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ =

x(t): Ort (Abstand zum Ursprung in x-Richtung) zum Zeitpunkt ¢
y(t): Ort (Abstand zum Ursprung in y-Richtung) zum Zeitpunkt t
h(t): Hohe uber dem Ursprung zum Zeitpunkt £
VU, (t): Momentangeschwindigkeit in x-Richtung zum Zeitpunkt ¢t
v, (t): Momentangeschwindigkeit in y-Richtung zum Zeitpunkt ¢
v(t): Bahngeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
o:  Winkel der Bahngeschwindigkeit mit der Horizontalen
—g: Konstante Erdbeschleunigung —g = -9, 81 sz

4.1.1. Bewegungsgleichungen

In x-Richtung: Gleichférmige Bewegung mit der Horizontalgeschwindigkeit v
In y-Richtung: Freier Fall

x(t) = vot
y(t) = —;gtz
Fur die Geschwindigkeiten in der jeweiligen Koordinatenrichtung gilt:
vx(t) = 7o
Vy(t) = —gt

Diese Geschwindigkeitskomponenten stehen senkrecht aufeinander und die Momen-
tangeschwindigkeit v () (Bahngeschwindigkeit) erhdlt man tber den Satz des Pythago-
ras:

Vx
X

>

V() = W ()2 + vy (0)2 = Vg + g2t vy

Y v
Die Bahngeschwindigkeit ist tangential zur Bahnkurve und bildet mit der Horizontalen
einen Winkel «, der sich wie folgt berechnet:

« ist negativ, weil v, in negative y-Richtung zeigt.

Durch Auflosen der x (t)-Koordinate nach der Zeit t und Einsetzen in die v (t)-Koordinate
erhdlt man die zeitunabhdngige Bahnkurve des waagrechten Wurfes.

t=>
Vo
g o
= ——5X
Y 2V§

Die Bahnkurve ist eine Parabel, weil y ~ x?.

Wirft man einen Korper waagrecht aus der Hohe H, so ist es zweckmalRig statt des Ortes
v (t) die Hohe h(t) zu benutzen.

x(t) = vot

h(t) =H — ;th
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Es gibt eine kennzeichnende GroRe fiir diesen Wurf und das ist die Wurfdauer Ty,. Das
ist also diejenige Zeit, die der Korper in y-Richtung braucht, um von der Abwurfhthe
H auf den Erdboden h = 0 zu gelangen.

h(Ty) =0
H - ;gTﬁ, =0

T, - |22
Z

ist die Wurfdauer.

W = x(Tw) = vo, /25

ist die Wurfweite.

4.1.2. Bahnkurve

Die Bahnkurve eines waagrechten Wurfes sieht folgendermalen aus:

4.1.3. Beispiele
Beispiel 1:

Ein Pfeil wird aus der Hohe H = 15m horizontal mit der Geschwindigkeit vy = 60 %
abgeschossen. Wie lange dauert der Flug und wie weit fliegt der Pfeil? Mit welcher
Geschwindigkeit und unter welchem Winkel schldagt er im Boden ein?

Vereinfachend rechnen Sie diese Aufgabe mit —g = —10 sz

LOosung:
Gesucht ist die Wurfdauer

Tw = 27H=1,73S
NV g
W=X(Tw) =’U0‘/2’;I= 103,8111

ist die Wurfweite.
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Gesucht ist die Bahngeschwindigkeit zum Zeitpunkt Ty

V(Tw) = \Wx(Tin)2 + Wy (T))? = Vg + 2T = 62,45

vy(TW) _ _gTW
vx(TW) Vo

tan x = x=-16,1°

« ist negativ, weil v,, (Ty) in negative y-Richtung zeigt.

5. Zweidimensionale Bewegungen mit Richtungsumkehr
5.1. Schiefer Wurf

Ein schiefer Wurf ist eine zweidimensionale Bewegung. Man wahlt zwei aufeinander
senkrechte Koordinaten x (nach rechts positiv) v (nach oben positiv). Der schiefe Wurf
teilt sich in zwei voneinander unabhangige, senkrecht zueinander stehende Bewegungen
auf. Bildet die Abwurfgeschwindigkeit vy einen Winkel 0° < @ < 90° mit der Horizon-
talen, so zerlegt man diese in ihre Komponenten:

Vo, = Vo COS @
Vo, = Vo Sing

Bezeichnungen:

H: Anfangshohe (Hohe iiber dem Ursprung) zum Zeitpunkt t = 0
@: Abwurfwinkel (Winkel der Abwurfgeschwindigkeit mit der Horizontalen)
vo:  Abwurfgeschwindigkeit
Vo,: Horizontale Anfangsgeschwindigkeitskomponente in x-Richtung zum Zeitpunkt t = 0
Vo, Vertikale Anfangsgeschwindigkeitskomponente in y-Richtung zum Zeitpunkt t = 0
x(t): Ort (Abstand zum Ursprung in x-Richtung) zum Zeitpunkt t
y(t): Ort (Abstand zum Ursprung in y-Richtung) zum Zeitpunkt ¢
Vx(t): Momentangeschwindigkeit in x-Richtung zum Zeitpunkt ¢
vV, (t): Momentangeschwindigkeit in y-Richtung zum Zeitpunkt ¢
v(t): Bahngeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢
o Winkel der Bahngeschwindigkeit mit der Horizontalen
—g: Konstante Erdbeschleunigung —g = -9,81 3

5.1.1. Bewegungsgleichungen

In x-Richtung: Gleichférmige Bewegung mit der Horizontalgeschwindigkeit vy, = vy cos @

In y-Richtung: Senkrechter Wurf nach oben mit Vertikalanfangsgeschwindigkeit vo, =
Vo sin @ und der Abwurfhohe H

x(t) = vo,t = (vocos@) - t

1 1
y(t) = —igt2 + Vo, t +H = —Egt2 + (vosing) -t + H

Fir die Geschwindigkeiten in der jeweiligen Koordinatenrichtung gilt:

Vx(t) = vocos @
Vy(t) = vosing — gt
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Diese Geschwindigkeitskomponenten stehen senkrecht aufeinander und die Momen-
tangeschwindigkeit v (t) (Bahngeschwindigkeit) erhdlt man tber den Satz des Pythago-
ras:
Ux
V() = [ (Ux(£))2 + (Uy (1))? &

Uy

= ng cos? @ + (vosing — gt)? i v

Die Bahngeschwindigkeit ist tangential zur Bahnkurve und bildet mit der Horizontalen
einen Winkel «, der sich wie folgt berechnet:

Uy (1)
Ux (t)

lanx =

« ist positiv in der Steigphase, weil v,, in positive y-Richtung zeigt.
« ist negativ in der Fallphase, weil v, in negative y-Richtung zeigt.

Durch Auflosen der x (t)-Koordinate nach der Zeit t und Einsetzen in die v (t)-Koordinate
erhdlt man die zeitunabhdngige Bahnkurve des schiefen Wurfes.

x
t=—
Vo,
g > Vo, 9 2
= - X+ X+H=—-——"——F—x“+(tanp) -x + H
Y 2v§, Vo, 2V3 oS @ (tan @)

Die Bahnkurve ist eine Parabel, weil y ~ x?.
Der Scheitel liegt bei:

vésin2@ / v sin® @ +H)
29 29
X5Y>0 Y5‘Y>0

S(

Die Steigzeit betragt:

_ Vpsing
g

Ts

5.1.2. Bahnkurve

Die Bahnkurve eines schiefen Wurfes sieht folgendermalRen aus:

Yy
Ys ]
Vx
a >
v
e By
Y
\U
, - X
Xs Xw
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5.1.3. Beispiele
Beispiel 1:

Eine Kanonenkugel wird vom Erdboden unter einem Winkel von ¢ = 30° mit der Hori-
zontalen und der Geschwindigkeit vo = 90 % abgeschossen. Wie hoch und wie weit fliegt
die Kugel? Wie miifte man den AbschuRwinkel @,.x bei gleicher Abschullgeschwindigkeit
wahlen, damit die Kugel am weitesten fliegt?

Losung:
Die Gleichung der Bahnkurve mit H = 0 lautet:

9

2
22— x%+ (tan@) - x
2V5 cos2 @ (tan @)

y:

Fiir den Scheitel gilt:

vésin2@ vjsin® @
/
29 29
Die Steighohe ist die y-Koordinate des Scheitels

S( )

_ visin®
-

Die Wurfweite ist in diesem Fall (H = 0) das Doppelte der x-Koordinate des Scheitels

Ys

2 o 2
29 g
Maximale Wurfweite erhalt man, wenn Xy maximal wird:

Die erste Ableitung von Xy nach ¢ muss Null sein.

aXy
do
cos2@ =0= 2@ =90° = Pmax = 45°

2
Vo

= 2cos2@p =0
Y

6. Kinematik der Rotation

Unter Rotation versteht man die Bewegung auf einer Kreishahn um eine raumfeste und
korperfeste Achse.

Bei der Rotation werden alle Winkel im Bogenmal} (rad) ausgedriickt. Dies ist das Ver-
hédltnis des vom Winkel zwischen Anfangslage und Fahrstrahl eingeschlossenen Kreis-
bogens x zum Radius r. Die Einheit dieses Verhéltnisses ist dimensionslos wird jedoch
mit (rad) gekennzeichnet, um Verwechslungen mit der Einheit Grad (°) zu vermeiden.

Fahrstrahl
Der Winkel berechnet sich also zu
_ X
v X P = r
@ Anfangslage
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6.1. Kinematische GrofRen der Rotation

Drehwinkel @ in [rad] = [ ] (oder Anzahl der Umlaufe N = % ), Winkelgeschwindigkeit

@ in [29] = [1] (oder Drehzahl n = &) und Winkelbeschleunigung & in [%}] = [} ]

sind vektorielle GroRen, d. h. Richtung und Betrag sind von grundlegender Bedeutung.

Es ist zweckmaRig, sich ein geeignetes Koordinatensystem zu wahlen. Die kinematis-
chen Groflen werden auf dieses Koordinatensystem angepal’t.

Kinematische Grofen in positive Koordinatenrichtung zahlen positiv, die in negative
Koordinatenrichtung zahlen negativ (werden mit einem Minus versehen). So hat das
Vorzeichen einer kinematischen Grofe nur die Bedeutung der Richtung.

Man unterscheidet grundsatzlich Drehwinkel @ (t) und tliberstrichenen Winkel A (t).

Ap(t) = @(t) — @(ty) = @(t) — @o

Hierbei ist ty der Zeitpunkt bzw. @ (ty) = @o der Drehwinkel zu Beginn der Rotation
und t der Zeitpunkt bzw. @ (t) der Drehwinkel am Ende der Rotation.

6.1.1. Drehwinkel (Winkel)

Der Drehwinkel @ ist der Winkel, der durch den Fahrstrahl und die Ausgangslage eingeschlossen
wird.

Ist der Drehwinkel @ positiv, so liegt der Fahrstrahl in mathematisch positiver Richtung,

ist der Drehwinkel @ negativ, so liegt der Fahrstrahl in mathematisch negativer Rich-
tung.

6.1.2. Winkelgeschwindigkeit
Die Winkelgeschwindigkeit w ist ein Mal, wie schnell und in welche Richtung die Rota-
tion erfolgt.

Ist die Winkelgeschwindigkeit w positiv, so dreht sich ein Korper in mathematisch pos-
itiver Richtung,

ist die Winkelgeschwindigkeit w negativ, so dreht sich ein Korper in mathematisch neg-
ativer Richtung.

6.1.3. Winkelbeschleunigung
Die Winkelbeschleunigung « ist ein MaR, wie stark die Winkelgeschwindigkeit zu- oder
abnimmt.

Ist die Winkelbeschleunigung « positiv, so nimmt die Winkelgeschwindigkeit eines Kor-
pers zu,

ist die Winkelbeschleunigung « negativ, so nimmt die Winkelgeschwindigkeit eines Kor-
pers ab.
6.2. Zusammenhang der kinematischen GrofRen der Rotation

Die explizite Zeitabhangigkeit dieser GrofRen bezeichnet man als Bewegungsgleichun-
gen.

Die kinematischen Grofen sind folgendermaRen miteinander verkniipft:
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Verkniipfung von Drehwinkel und Winkelgeschwindigkeit

- Differentielle Darstellung:

_de
w(t) = dt

Die Momentanwinkelgeschwindkeit eines Korpers ist die erste Ableitung des Drehwinkels
nach der Zeit.

@(t)
B
@t + At) — @(t)
A
// At ‘ .
t t+ At

Mathematisch gesehen:

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit o = W = AA—‘f im Zeitintervall zwis-

chen t und t + At ist die Steigung der Sekante im Winkel-Zeit-Diagramm. (Steigung
der Geraden durch die Punkte A und B).

Die Momentanwinkelgeschwindigkeit w(t) = AlitmO %’ = % = @(t) eines Kor-
pers zum Zeitpunkt t ist die Steigung der Tangente im Punkt A des Winkel-Zeit-

Diagramms.

Wenn man allgemein vom Begriff Winkelgeschwindigkeit spricht, so meint man
immer die Momentanwinkelgeschwindigkeit. Andernfalls spricht man explizit von
mittlerer Winkelgeschwindigkeit oder Durchschnittswinkelgeschwindigkeit.

- Integrale Darstellung:

@(t+AL) t+AL t+At
[ aw = [ wwrar s peran-ow = [ wi)ar
(t) t A t

A = @(t + At) — @(t) ist der liberstrichene Winkel in der Zeit von t bis t + At.
Mathematisch gesehen:

Der iiberstrichene Winkel A ist gleich der Flache unterhalb des Winkelgeschwindigkeits-
Zeit-Diagramms in den Grenzen von t und t + At.

Verkniipfung von Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

- Differentielle Darstellung:

dw
alt) =7
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Die Momentanwinkelbeschleunigung eines Korpers ist die erste Ableitung der Winkelgeschwi
nach der Zeit.

w(t)
B
w(t +At) — w(t)
A
//‘ At .
t t+ At

Mathematisch gesehen:

. . . . 5 _ wE+A)-w(t) _ Aw - s fo
Die mittlere Winkelbeschleunigung & = = ———— = 3, im Zeitintervall zwis

chen t und t + At ist die Steigung der Sekante im Winkelgeschwindigkeits-Zeit-
Diagramm. (Steigung der Geraden durch die Punkte A und B).

At = ar = w(t) eines Korpers

zum Zeitpunkt t ist die Steigung der Tangente im Punkt A des Winkelgeschwindigkeits-
Zeit-Diagramms.

Die Momentanwinkelbeschleunigung x(t) = gitm0

Wenn man allgemein vom Begriff Winkelbeschleunigung spricht, so meint man
immer die Momentanwinkelbeschleunigung. Andernfalls spricht man explizit von
mittlerer Winkelbeschleunigung oder Durchschnittswinkelbeschleunigung.

- Integrale Darstellung:

w(t+At) t+At t+At
[ aw = [ awrar s oo -om = [ awar

w (t) t t

Aw = w(t + At) — w(t) ist die Winkelgeschwindigkeitsanderung in der Zeit von t
bis t + At.
Mathematisch gesehen:

Die Winkelgeschwindigkeitsanderung Aw ist gleich der Flache unterhalb des
Winkelbeschleunigungs-Zeit-Diagramms in den Grenzen von t und t + At.

Verkniipfung von Drehwinkel und Winkelbeschleunigung

- Differentielle Darstellung:

dw d’@
) ="ar = ar

Die Momentanwinkelbeschleunigung eines Korpers ist die zweite Ableitung des
Drehwinkels nach der Zeit.
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Bemerkungen:

Rotiert ein Korper mit Anfangsdrehwinkel (hat er also bei Rotationsbeginn schon einen
Drehwinkel @), so muss man immer Drehwinkel und tiberstrichenen Winkel unterschei-
den. Rotiert ein Korper nicht aus der Ruhe heraus, so besitzt er bereits bei Rotations-
beginn eine Anfangswinkelgeschwindigkeit wy.

- Der Drehwinkel @ (t) eines Korpers ist gleich dem orientierten Flacheninhalt un-
terhalb des Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramms plus seines Anfangsdrehwinkels

Po-
Orientierter Flicheninhalt bedeutet:
Flache oberhalb der Zeitachse minus Flache unterhalb der Zeitachse.
- Der tliberstrichene Winkel A@ (t) eines Korpers ist gleich dem absoluten Fliachen-
inhalt unterhalb des Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagrammes.
Absoluter Flacheninhalt bedeutet:
Flache oberhalb der Zeitachse plus Flache unterhalb der Zeitachse.

Anmerkung:

- Bei Rotationen wahlt man die Koordinatenachse zweckmaRigerweise in Rotation-
srichtung und erreicht somit, dass das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm im-
mer oberhalb der Zeitachse liegt. Orientierte Flache und absolute Flache sind iden-
tisch.

Der tiberstrichene Winkel A (t) ist gleich dieser Flache und
der Drehwinkel @ (t) ist gleich dieser Flache plus dem Anfangsdrehwinkel @,.

t
P(t) = j w(t)dt’ + @

t'=tg

t
Ap(t) = J w(t)dt’
t'=tg
Hinweis:
Rotiert ein Korper zusdtzlich ohne Anfangsdrehwinkel (¢ = 0), so ist Drehwinkel
und tiberstrichener Winkel identisch.

- Allgemein gilt fiir eine Rotation:

t
w(t) = J x(t)dt' + wq
t'=tg
Die Momentanwinkelgeschwindigkeit eines Korpers ist gleich dem orientierten

Flacheninhalt unterhalb des Winkelbeschleunigungs-Zeit-Diagramms plus seiner
Anfangswinkelgeschwindigkeit w.
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6.3. Gleichférmige Rotation

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Winkelbeschleunigung « = 0
ist. Gleiche Winkel werden in gleichen Zeiten tiberstrichen.

Bezeichnungen:

to: Zeit des Rotationsbeginns
@o: Anfangsdrehwinkel (Drehwinkel zum Zeitpunkt t = 0)
No: Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt t = 0
wop: Konstante Winkelgeschwindigkeit
ng: Drehzahl zum Zeitpunkt t = 0
@ (t): Drehwinkel zum Zeitpunkt ¢
N(t): Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt t
w(t): Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t
n(t): Drehzahl zum Zeitpunkt t

6.3.1. Bewegungsgleichungen

Fur gleichformige Rotationen ist « = 0, t > 0.
Es gilt:
x(t) =0
t t
w(t) = J x(t)dt' + wo = J 0dt’ + wo = wq = const.

t'=tg t'=to

t t
@(t) = J w(tHdt + @y = J wodt’ + @ = wo - (t —to) + Yo
t'=tg t'=tg
Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Gesetz:
x(t) =0

- Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Gesetz:
t

t
w(t) = J x(t)dt' + wg = J 0dt’ + wqo = wq = const.

t'=0 t'=0

1
n(t) = —wgp = Ny = const.
21T
Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse.

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit v (Durchschnittswinkelgeschwindigkeit) ein-
er gleichféormigen Rotation ist gleich der Momentanwinkelgeschwindigkeit. Fiir
t> > t; folgt:

W = @ (t2) — @(t1) _ wotz + @o = (Wot1 + Po)
th — th—t
_ woltz —t) _

thh—t

Wo
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- Das Winkel-Zeit-Gesetz:

t t
P(t) = j w(t)dt + @o = J wodt + @y = Wol + Py
t’'=0 t’'=0

1
N(t) = qu(t) = Not + No

Das Winkel-Zeit-Diagramm ist eine steigende Gerade mit dem @-Achsenschnitt-

punkt @ und der Steigung wg = %

6.3.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir eine gleichféormige Rotation sehen folgendermalen aus:
Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm

w(t)

4

t
Der tiberstrichene Winkel A@ (t;) entspricht der Flache des Rechtecks (positiv).
Ap(t) = (wo —0)(t1 — 0) = woty

Das Winkel-Zeit-Diagramm

@ (1)

y

Ap
At

Die Diagramme fiir to > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um ¢, in positive
t-Richtung verschoben.

6.3.3. Beispiele
Beispiel 1:
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Ein Motor hat eine Drehzahlvonn; = 50 % Wie groR ist demnach seine Winkelgeschwindigkeit
w7 und wie viele Umdrehungen N, macht er in t; = 10s?

Losung:
Es gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit w = 21mn

w1 = 27T1’L1 = 314,2i
Es gilt N(tl) = #wltl =mt = 500

6.4. GleichmaRig beschleunigte Rotation

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Winkelbeschleunigung « =
const. > 0 ist. Winkelbeschleunigung und Winkelgeschwindigkeit sind gleichgerichtet.
Bezeichnungen:

to: Zeit des Rotationsbeginns
@o: Anfangsdrehwinkel (Drehwinkel zum Zeitpunkt t = 0)
No: Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt t = 0
wo: Anfangswinkelgeschwindigkeit (Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
ng: Anfangsdrehzahl (Drehzahl zum Zeitpunkt t = 0)
@(t): Drehwinkel zum Zeitpunkt t
N(t): Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt ¢
w(t): Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t
n(t): Drehzahl zum Zeitpunkt t
«: Konstante Winkelbeschleunigung

6.4.1. Bewegungsgleichungen
Fiir beschleunigte Rotationen ist « = const. > 0, t > 0.

Es gilt:

x(t) = ¢ = const.
t t

w(t) = J O((t,)dt, + W = J odt’ + wo=o-(t—1ty + wo
t'=tg t'=tg

' '
@(t) = J w(t)dt + @o = J (ax - (t' —to) + wo)dt’' + @ = ;0( - (t—to)* + wo - (t — to)
t'=tg t'=tg

Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ¢ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Gesetz:
x(t) = x = const.

Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse oberhalb
der t-Achse, weil o« > 0 ist.
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- Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Gesetz:

t t
w(t) = J x(t')dt' + wo = J oxdt’ + woy = ot + wy
t'=0 t'=0

1 1
n(t)=—aw(t) =—auot +ng
21T 21T

Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine steigende Gerade mit dem w-

Aw

Achsenschnittpunkt wo und der Steigung o = 3~

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit v (Durchschnittswinkelgeschwindigkeit) ein-
er gleichmalig beschleunigten Rotation ist diejenige konstante Winkelgeschwindigkeit,
bei der in derselben Zeit derselbe Winkel tiberstrichen wird. Fur ¢, > t; folgt:

@) —@(t)  5&t3 + wots + Qo — (&t} + woty + o)

t, — ty B t, —
1 2 2
sX(t5 —t7) + wol(t, — t 1
_ 2 (t5 —ty) o(t2 1)=—((x(t1+t2)+2w0)
th — t 2
1
=E(w(t1)+w(tz))
- Das Winkel-Zeit-Gesetz:

t t
1
@(t) = J w(t)dt + @y = J (at’ + wo)dt’ + @g = E(th + wot + Py
t’=0 t'=0

1 1
N(t) = ﬁ@(t) = E(xﬂ + not + Ny

Das Winkel-Zeit-Diagramm ist ein Teil des rechten Zweigs einer nach oben ge6ffneten
Parabel.

6.4.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir eine gleichméaRig beschleunigte Rotation sehen folgen-
dermafen aus:

Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Diagramm

x(t)

A

-t

ty
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Die momentane Winkelgeschwindigkeit w(t;) entspricht der Flache des Rechtecks
(positiv) plus der Anfangswinkelgeschwindigkeit wy.

w(t)) =(x—-0)(t; —0) + wy = xt1 + Wy

Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm

w(t)
/

Aw
At

-t

ty
Der tiberstrichene Winkel A@ (t;) entspricht der Flache des Trapezes.
1 1 1 .,
Aq9(t1) = 5(&)0 -0+ (U(tl) — 0)(t1 — 0) = 5(000 + xt; + (U())tl = EO(tl + wol
Das Winkel-Zeit-Diagramm

@ (t)

A

-t

Die Diagramme fir t, > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um t; in positive
t-Richtung verschoben.

6.4.3. Beispiele
Beispiel 1:
Ein Motor beschleunigt gleichméaRig aus dem Stillstand und erreicht nach t; = 10 s eine

Drehzahl von n; = 3000 ﬁ Wie grol ist seine Winkelgeschwindigkeit w; zu diesem

Zeitpunkt t;, wie grol} ist seine Winkelbeschleunigung « und wie viele Umdrehungen
N hat er bis zu diesem Zeitpunkt gemacht?

Losung:
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Die Bewegungsgleichungen lauten
(t) = l(xt2 = N(t) = i(xt2
PI=5 a4

ot = n(t) = 217(0(”

wi = w(ty) =21TNn(ty) =21TNn, = 314,22

w(t)

Ferner gilt

o= 3y 41
S

1
n = Tl(tl) = ﬁatl = 0

Fir die Anzahl der Umdrehungen folgt

1 1 2ty
Ny =N(t)) = —atf = —
! () 4 X T g t

nit
2 =
1 2

=200

6.5. GleichmiRig verzogerte Rotation

Diese Bewegungsform zeichnet sich dadurch aus, dass die Winkelverzégerung —« =
const. < 0 ist. Winkelbeschleunigung und Winkelgeschwindigkeit sind entgegengesetzt
gerichtet.
Bezeichnungen:
to: Zeit des Rotationsbeginns
@o: Anfangsdrehwinkel (Drehwinkel zum Zeitpunkt £ = 0)
No: Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt t = 0
wo: Anfangswinkelgeschwindigkeit (Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0)
no: Anfangsdrehzahl (Drehzahl zum Zeitpunkt t = 0)
@(t): Drehwinkel zum Zeitpunkt t
N(t): Zahl der Umdrehungen zum Zeitpunkt t
w(t): Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt £
n(t): Drehzahl zum Zeitpunkt t
—«: Konstante Winkelverzogerung

6.5.1. Bewegungsgleichungen

Fur verzogerte Rotationen ist —x = const. < 0,0 < t < ts. Verzogerte Rotationen
horen auf, wenn die Winkelgeschwindigkeit auf Null abgesunken ist. Es erfolgt keine
Richtungsumkehr. Somit ist diese Bewegung zeitlich begrenzt, namlich bis ts.

Es gilt:

x(t) = —x = const.
t t
w(t) = J O((t,)dt,-i—wo: J (—(x)dt’+w0: —X - (t—to)-i—(i)o

t'=tg t'=tg
t

t
cp(t) = J w(t,)dt,-{-()?o: J (—0(' (t'—to)+w0)dt'+cpo= —;O(' (t—t0)2+w0- (t —
t'=tg t'=tg
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Beginnt der Korper zum Zeitpunkt ty = 0, so vereinfachen sich die Bewegungsgleichun-
gen zu:

- Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Gesetz:
x(t) = —x = const.

Das Winkelbeschleunigungs-Zeit-Diagramm ist eine Parallele zur t-Achse unter-
halb der t-Achse, weil —«x < O ist.

- Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Gesetz:

t t
w(t) = J O((t,)dt,-l-w(): J (—a)dt'+w0= -t + wy
t'=0

t'=0
1 1
nt) =—aw(t) =——uot + ny
21T 2T
Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm ist eine fallende Gerade mit dem -
Achsenschnittpunkt wo und der Steigung —« = AA—‘;’.

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit o (Durchschnittswinkelgeschwindigkeit) ein-
er gleichmaRig verzogerten Rotation ist diejenige konstante Winkelgeschwindigkeit,
bei der in derselben Zeit derselbe Winkel tiberstrichen wird. Fur ¢, > t; folgt:

oo D) o) —3at3 + woty + o — (-5t} + woty + Po)
th—t th -t
—3(t3 — t]) + woltz —t1) 1

- — 5(—0((t1+t2)+2000)

é(wm) + w(t))

- Das Winkel-Zeit-Gesetz:
t t
@(t) = J w(tHdt + @y = J (—at’ + wo)dt’ + @ = —;(xt2 + wot + @o
=0 =0
N(t) = icp(t) = —i(xt2 + not + Ny
21T 41T

Das Winkel-Zeit-Diagramm ist ein Teil des linken Zweigs einer nach unten getffneten
Parabel.
_ Wo _ 2Tg

tg = —2 =
(6.4 (8.4

ist die Bremszeit und

_plts) ~@(0) _ wi _ mng

N = =
s 21T 4T X (04

die bis zum Stillstand ausgefiihrten Umdrehungen.
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6.5.2. Diagramme

Die zugehorigen Diagramme fiir eine gleichméaRig verzogerte Rotation sehen folgender-
malen aus:

Das Winkelverzogerungs-Zeit-Diagramm

x(t)

y

Die momentane Winkelgeschwindigkeit w(t;) entspricht der Flache des Rechtecks
(negativ) plus der Anfangswinkelgeschwindigkeit .

w(t;) = —(0—(—x))(t; —0) + wo = wo — &ty

Das Winkelgeschwindigkeits-Zeit-Diagramm

w(t)

y

Aw
At

t ts
Der tiberstrichene Winkel A@ (t,) entspricht der Flache des Trapezes (positiv).

1 1 1
Ap(ty) = i(wo -0+ w(t)) —0)(t; - 0) = E((Uo + wo — xty)t; = wot; — Eat%

Das Winkel-Zeit-Diagramm

Pa

Ls
Die Diagramme fir t, > 0 haben die gleiche Gestalt, sie sind nur um ¢, in positive
t-Richtung verschoben.
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6.5.3. Beispiele
Beispiel 1:

Eine Wascheschleuder rotiert mit der Drehzahl 1n; = 1000 ﬁ Durch eine Bremse wird
die Schleuder gleichmaRig verzogert. Nach t; = 20 s kommt sie zum Stillstand. Berech-
nen Sie die Winkelverzégerung —« und die bis zum Stillstand ausgefiihrten Umdrehun-
gen Nj.

Losung:
Die Bewegungsgleichungen lauten

1 1
cp(lt)zwlt—?xt2 = N(t)=n1t—E(xt2

1
wt)=w;—at = n(t)=n ——au«at
21T

Fir die Bremszeit gilt: n(t) = 0

1
nl—gatZO

Die Bremszeit ist

_ 2y
X

t

Hieraus ergibt sich fiir die Winkelverzogerung

27T7’11 1
= = -5,23 >
t s2

—X =

Die in der Bremszeit t; ausgefiihrten Umdrehungen N; sind

2 2
Np = N(ty) = BITM)° T _ e g
41T X 14

7. Vergleich von Translation und Rotation

Vergleicht man die Bewegungsgleichungen von Translationen und Rotationen, so erken-
nt man Ahnlichkeiten. Kinematische GroRen der Translation und kinematische GroRen
der Rotation stehen in einem Zusammenhang. Man konnte daher die gesamten Gle-
ichungen der Rotationen erhalten, indem man in den Gleichungen der Translationen
die kinematischen GroRen durch die zugehorigen rotatorischen GroRen ersetzt.

Transl. Rot. Translation Rotation
X0 — Qo Anfangsentfernung — Anfangsdrehwinkel
Vg — Wy Anfangsgeschwindigkeit — Anfangswinkelgeschwindigkeit
x(t) — (i) Ort — Drehwinkel
s(t) — A@(t) zuruckgelegter Weg — uberstrichener Winkel
v(t) — w(t) Geschwindigkeit — Winkelgeschwindigkeit
v — mittlere Geschwindigkeit — mittlere Winkelgeschwindigkeit
a — « Beschleunigung —  Winkelbeschleunigung
a — & mittlere Beschleunigung — mittlere Winkelbeschleunigung
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