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1. Ubersicht der verwendeten physikalischen GrofRen

1.1. Die wichtigsten physikalischen GrofRen bei Schwingungen

Physikalische Grofle Formelbuchstaben Einheit
Auslenkung (Elongation): x(t) [m]
Maximalauslenkung: X [m]
Auslenkung des Erregers: xg(t) [m]
Erregeramplitude: XE [m]
Geschwindigkeit: v (t) [5]
Maximalgeschwindigkeit: D [5]
Beschleunigung: a(t) [Z]
Maximalbeschleunigung: a []
Drehwinkel: @(t) [1]
Maximaler Drehwinkel: @ [1]
Winkelgeschwindigkeit: w(t) [ é ]
Maximalwinkelgeschwindigkeit: w [ % ]
Winkelbeschleunigung: x(t) [ siz ]
Maximalwinkelbeschleunigung: & [ siz ]
Nullphasenwinkel: Qo [1]
Anfangsauslenkung: X0 [m]
Anfangsgeschwindigkeit: Vo [ % ]
Eigenkreisfrequenz (ungedampft): wo [%]
Schwingungsdauer (ungedampft): Ty [s]
Kreisfrequenz (gedampft): Wged [%]
Schwingungsdauer (gedampft): Tyea [s]
Erregerkreisfrequenz: (WE [ é ]
Kreisfrequenzverhaltnis: n [1]
Phasenverschiebung zwischen Erreger und Schwinger: ¢ [1]
Verstarkungsfaktor: % [1]
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Physikalische GrofRe
Reibungskoeffizient:
Abklingkonstante:
Dampfungsgrad:
Kraftamplitude (erzwungene Schwingung):
mittlere Leistung:
Federkonstante:
WinkelrichtgroRe:
Massentragheitsmoment:
Elastizitatsmodul:
Schubmodul:

Axiales Flachentragheitsmoment:
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2. Mathematische Grundlagen
2.1. Trigonometrie

2.1.1. Die trigonometrischen Standard-Funktionen

- Die Standard-Sinus-Funktion f(x) = sin x hat die Periode 27,

geht durch den Punkt O(0/0) und fangt von dort an nach oben zu schwingen.

S(x)

N3

-1

- Die Standard-Cosinus-Funktion f(x) = cos x hat die Periode 2,

geht durch den Punkt O(0/1) und fangt von dort an nach unten zu schwingen.

S(x)
1

5

2.1.2. Symmetrie der trigonometrischen Standard-Funktionen
- Die Standard-Sinus-Funktion f(x) = sin x ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
Es gilt also:
sin(—x) = —sinx ferner gilt auch sin(—bx) = —sin(bx)
- Die Standard-Cosinus-Funktion f(x) = cosx ist achsensymmetrisch beziiglich
der y-Achse.
Es gilt also:

cos(—x) = cosx ferner gilt auch cos(—bx) = cos(bx)
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2.1.3. Kompliziertere trigonometrische Funktionen

Die folgenden trigonometrischen Funktionen in Norm-Darstellung (b > 0)
f(x)=asin[b(x+c)]+d

und
f(x)=acos[b(x+c)]l+d

sind fir alle x € R definiert.
Die Parameter |a|, b > 0, ¢, d haben folgende Bedeutungen:

|al Amplitude der Funktion

a > 0: Erhalten der Richtung der Standard-Funktion

a < 0: Zusatzliche Spiegelung der Standard-Funktion an der x-Achse
Streckung/Stauchung in y-Richtung

p = 5, | Periode der Funktion (f (x + p) = f(x))
Streckung/Stauchung in x-Richtung

C Verschiebung in x-Richtung

Ist ¢ > 0: Verschiebung nach links ('Plus’ im Argument)
Ist ¢ < 0: Verschiebung nach rechts ('Minus’ im Argument)

da Verschiebung in y-Richtung
Ist d > 0: Verschiebung nach oben
Ist d < 0: Verschiebung nach unten

Anmerkung

Ist eine trigonometrische Funktion nicht in Norm-Darstellung (b < 0) gegeben, so ist
diese in Norm-Darstellung (b > 0) zu bringen. Dies geschieht durch Ausklammern
des Faktors b im Argument und Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften der jeweiligen
Standard-Funktion. Hat man die Norm-Darstellung erreicht, so beschreiben die Param-
eter, wie diese Funktion aus der jeweiligen Standard-Funktion entsteht.

Zweirechnerische Beispiele, wie man trigonometrische Funktionen in Norm-Darstellung
bringt:
- f(x)=-2sin(-2x + 1) + 3
Ausklammern des Faktors b

f(x) =-2sin [—2 (x— g)] + 3

Ausnutzung der Symmetrie der Sinus-Funktion

f(x)=2sin[2<x—n>]+3 :«a=+2,p:n,c=—n,d=+3

2 2
- f(x)=-3cos(—4x — 1) -2
Ausklammern des Faktors b

f(x)=-3cos [—4 (x+ Z)] -2
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Ausnutzung der Symmetrie der Cosinus-Funktion

f(x)=—3cos[4<x+n)]—2 :a=—3,p=£,c=+£,d=—2
4 2 4
2.1.4. Nullstellen trigonometrischer Funktionen
sinx =0 cosx =0
Xk = k1T, mitk € 7 Xk = (2k +1)5, mitk € Z
asin(bx +c) =0 acos(bx +c) =0
Xy =—3 + ki, mitk €7 Xk =—4 + 2k + 1) 5, mitk € Z
Ferner gilt fir k € Z: Ferner gilt fir k € Z:
sin(ktr) =0 cos(kt) = (—=1)k
sin (k3) = 31— (D) (-7 cos (kT) = (1 = (-1 1)(-1)%

2.1.5. Einfache trigonometrische Gleichungen

Im Folgenden sei —1 < e < 1 mit e € R, sonst sind die Gleichungen unlosbar.

sinx =e Cosx =e

Taschenrechner liefert x; = arcsine Taschenrechner liefert x; = arccose
_%lesg O<x1=Tm

X1k = X1 + 2kTT X1k = X1 + 2kTT

Xok =T — X1 + 2kt = —x1+ Rk + 1)1T Xox = 2T — x1 + 2k = —x1 + 2k + 2)717
jeweils mit k € 7 jeweils mit k € 7

2.1.6. Kompliziertere trigonometrische Gleichungen

Im Folgenden sei —1 < e < 1 mit e € R, sonst sind die Gleichungen unlosbar.

sin(bx +c) =e cos(bx +c)=e

Substitution z = bx + ¢ liefert: Substitution z = bx + c liefert:
sinz=¢e cosz=e

Taschenrechner liefert z; = arcsine Taschenrechner liefert z; = arccose
T <z1<% O<z;=m

Zik = 21 + 2kTT Zik = 21 + 2kTT

Zok =T —21 + 2kt =—21+ 2k + 1)1T Zok = 2T —z1 + 2kt = —2z1 + Rk + 2)1T
Riicksubstitution liefert: Riicksubstitution liefert:

bxix +¢c = z1k bxix +c¢c = z1k

X1k = Zlb_c + Zk% X1k = Z‘b_c + Zk%

bxox + ¢ = zok bxok + ¢ = zok

Xok = Z=C + 2k + 1) T Xok = <5+ 2k +2)F

jeweils mit k € Z jeweils mit k € Z
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2.1.7. Der Zusammenhang zwischen Sinus- und Cosinus-Funktion
- Darstellung einer Sinus-Funktion durch eine Cosinus-Funktion
Der Sinus ist ein um % nach rechts verschobener Cosinus

Es gilt also:

. TT
s x = COS <X - 2)

- Darstellung einer Cosinus-Funktion durch eine Sinus-Funktion
Der Cosinus ist ein um % nach links verschobener Sinus

Es gilt also:
: T
COs X = sin <x + 2)

- Weitere Zusammenhidnge
.2 2, _
sin“x +cos“x =1
und

TT

tanx = %, mit x # 2k +1)—, mitk e Z
CcOS X 2

- Additionstheoreme

e Summe/Differenz von Winkeln der trigonometrischen Standard-Funktionen
sin(x = y) = sinx cos y + cos x siny
COS(X = y) = COSX COS Y F sinx siny

_ tanx=tany
tan(x e y) ~ l¥tanxtany
e Doppelter Winkel der trigonometrischen Standard-Funktionen
. N . _ 2tanx
sin(2x) = 2sinx cosx = ;5 5
. : _ 2
cos(2x) = cos’ x —sin®x = 1 — 2sin’ x = 2cos? x — 1 = a0 X
_ 2tanx
tan(2x) = 1-tan® x

e Halber Winkel der trigonometrischen Standard-Funktionen

sin (%) = \/%(1 — COS X)
cos (g) = \/%(1 + COS X)
X 1—cos x sin x
tan (?) = Vltcosx ~ T1+cosx
e Summe/Differenz der trigonometrischen Standard-Funktionen
sinx +siny =2 sin%(x + ) cos%(x -)

sinx —siny = ZSin%(x —y)cos%(x + )
COSX + COSYy = ZCOS%(X +y)cos%(x - )
COSX —COSYy = —2 sin%(x +y)cos%(x - )

_ sin(x+y)
fanx + tany = CoSXCOS Y
_ sin(x-y)
tanx —tany = 08 X COS Y
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¢ Produkt der trigonometrischen Standard-Funktionen
sinx - siny = % [cos(x — y) —cos(x + )]
sinx - cosy = % [sin(x — y) + sin(x + y)]
COSX - COSY = % [cos(x — ) + cos(x + y)]

e Potenz der trigonometrischen Standard-Funktionen
sin® x = 3[1 - cos(2x)]

cos? x = %[1 + cos(2x)]

1-cos(2x)
1+cos(2x)

tan’x =

2.1.8. Einige Werte der trigonometrischen Standard-Funktionen

- Die gangigsten Winkel und die zugehorigen Werte der trigonometrischen Standard-
Funktionen

«xin Grad | 0° | 30° | 45° | 60° | 90°

xinrad | O % T % 5
sin x 0 3 [3V23V3] 1
CcoS X 1 %\/§ %\/? % 0

tan x 0|3v3| 1 V3| -

- Kleine Merkregel fiir die Sinus-Werte

« in Grad 0° 30° 45° | 60° 90°
x in rad 0 % T % 5

sin x %\m=0 %ﬂ=% %ﬂ %\/§ %\/71=1

Die Cosinus-Werte laufen gerade anders herum - die Tangens-Werte erhdlt man
durch Division der Sinus-Werte durch die Cosinus-Werte.

- Umrechnung von rad in Grad und umgekehrt
« ist ein Winkel in Grad
x ist ein Winkel in rad
Es gilt:

o

& —ioder(x— xoderx—L(x
360° 21 o ~180°

2.2. Komplexe Zahlen

2.2.1. Definition von komplexen Zahlen
Die Menge
C={x+1iylx,y eR;i*= -1}
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heilt Menge der komplexen Zahlen; i heilt imaginare Einheit.
Fur y = 0 erhdlt man die reellen Zahlen, fiir x = 0 die rein imaginaren Zahlen.

Die Menge R der reellen Zahlen 1aBt sich als Punkt auf der x-Achse (Zahlenstrahl)
darstellen. Zur Darstellung der Menge C falt man komplexe Zahlen auf als reelle Zahlen-
paare, die sich als Vektoren (Zeiger) oder als Punkte einer [ x, y ]-Ebene darstellen lassen.

y

2.2.2. Darstellung von komplexen Zahlen

- Kartesische Darstellung z = x + iy

x-Achse reelle Achse
y-Achse imaginare Achse
x = Re(z) Realteil von z
v =Im(z) Imagindrteil von z
Z=x-1y konjugiert komplexe Zahl von z
Iz] = J/x2+y2>0 Betrag von z
- Polare Darstellung z = v (cos @ + isin @)
r>0 Abstand zum Ursprung
Q Winkel mit der positiven reellen Achse
Z=r(cosp —isin®) konjugiert komplexe Zahl von z

- Eulersche Darstellung z = re'?

r>0 Abstand zum Ursprung
Q Winkel mit der positiven reellen Achse
zZ=re? konjugiert komplexe Zahl von z

2.2.3. Beziehung zwischen den Darstellungsformen

X =71 COSQ
Yy =rsing

¥ =4x24+%2>0

© Jurgen Gilg 2008 11



Umformen
y
tanp = =—
P X
B arctan% firx >0 1. oder 4. Quadrant
~ | m+arctany  firx <0  2.oder3.Quadrant

Die Tangensfunktion ist nicht eindeutig im Intervall 0 < @ < 27 und der Taschenrech-
ner liefert nur Werte zwischen -5 < @ < 3.

2.2.4. Rechnen mit komplexen Zahlen

Gegeben sind die zwei komplexen Zahlen
z1 =x1+iy1 =re P und z; = x;, + iy, = re'P?

- Addition und Subtraktion

Dies ist am einfachsten in der kartesischen Form und erfolgt - wie bei Vektoren -
koordinatenweise

Z1 £ 2y = (X1 +1y1) £ (X2 +1y2) = (X1 +x2) £1(y1 + 2)

- Multiplikation
Dies geschieht bei der kartesischen Form durch Ausmultiplizieren

2127 = (X1 + lyl) . (X2 + l_’)/z) = X1X2 + in_’)/g + iy1X2 + izylyz
z1 - zp = (Xx1x2 — Y12) + i(X1)2 — X2)1)
Dies geschieht bei der Eulerschen Form durch die Potenzgesetze
Z1 -2y = fylei(Pl ) y2ei¢?2 — Tlrzei(q?lﬂpz)
Betrdge multiplizieren, Exponenten addieren
- Division
Dies geschieht bei der kartesischen Form durch reell machen des Nenners (mit
Hilfe Erweiterns mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners)

21 _atiy) (e-iy)) _XaXe+ )12 Xe)1 = X192

zo (o +iy2) (xo—1iy2) X5+ 3 X5+ V5

Dies geschieht bei der Eulerschen Form durch die Potenzgesetze

21 _ne? Mg
Z> e 1

Betrage dividieren, Exponenten subtrahieren

- Potenzieren

Dies geschieht bei der Eulerschen Form durch die Potenzgesetze
" = (reiq))n — rneincp

Betrag potenzieren, Exponenten multiplizieren
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2.2.5. Komplexe Darstellung von Schwingungen

Hat man eine Schwingung in der Darstellung
X = X cos(wt + @)

so kann man diese in die Eulersche Darstellung transformieren und nimmt nur den
Realteil

X = Re[%e!@I*P)] = Re[Xe!? - ']
Hat man eine Schwingung in der Darstellung
x = X sin(wt + @)

so kann man diese in die Eulersche Darstellung transformieren und nimmt nur den
Imaginarteil

x = Im[Xe!@HP)] = Im[Re'? - e!®!]
Hat man eine Schwingung in der Darstellung
x = X sin(wt + @) = X cos(wt + @ — g)

so kann man diese in die Eulersche Darstellung transformieren und nimmt nur den
Realteil

x = Re[&e!@HP=2)] = Re[Xe!(P~2) . pi®!]
2.2.6. Uberlagerung von Schwingungen gleicher Kreisfrequenz
- Beide Schwingungen in Sinus-Darstellung

x1(t) = X1 sin(wt + @)
X0 (t) = Xo sin(wt + @)
X1 sin(wt + @) + Xp sin(wt + @2) = X sin(wt + @)

mit

X = \/p%f + X3+ 2% %2 cos(@y — @2)
X1 sin @ + X» sin @

@ = arctan — P
X1COS @1 + X2 COS @2

(Quadranten beachten!)

- Beide Schwingungen in Cosinus-Darstellung

x1(t) = X1 cos(wt + @)
X2 (t) = Xp cos(wt + @»)
X1 cos(wt + @) + Xz cos(wt + @) = X cos(wt + @)

mit

% = \X2 + &3 + 2%1%, cos(@1 — 2)

)21 sin 1+ )%2 sin 2
@ = arctan — P — P (Quadranten beachten!)
X1C0S @1 + X COS Q>
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- Eine Schwingung in Sinus-Darstellung, eine in Cosinus-Darstellung

x1(t) = X1 sin(wt + @) = X1 cos(wt + @ — g)

X (t) = Xo cos(wt + o)
X1 sin(wt + @1) + Xo cos(wt + o) = X cos(wt + @)

mit

X = \/kf + X2+ 2%, X sin(@y — @2)

X sin @» — X1 COS @
@ = arctan —— P - P (Quadranten beachten!)
X1SIM@; + X2 COS QP2

2.3. Lineare Gleichungssysteme

2.3.1. Inhomogene lineare Gleichungssysteme
Gegeben ist das inhomogene lineare Gleichungssystem:
apn +ap =bh
az + az = b

Man identifiziert:
Den Vektor Die Koeffizientenmatrix Die Inhomogenitat

_, —~ b
(1) = X1 A= ann am _ 1
X2 azy dAp» bz
Somit ist das inhomogene lineare Gleichungssystem in Matrixschreibweise gegeben durch
A-X=b
Man definiert:

ayl ai

= d11dp; —az1ai?
az1 app

links oben mal rechts unten minus links unten mal rechts oben

b, ai

A= b, ax»

= biax — brai»

Man ersetzt die erste Spalte der Koeffizientenmatrix durch die Inhomogenitat.

a bh

Az = a» by

= ayby —axb;

Man ersetzt die zweite Spalte der Koeffizientenmatrix durch die Inhomogenitat.

2.3.2. Cramersche Regel

Die Cramersche Regel dient zur einfachen Berechnung der Losung von inhomogenen
linearen Gleichungssystemen der Art A - X = b.
- A # 0 liefert die eindeutigen Losungen x; und x» und man erhalt:

Ay Ap
= — d = —
X1 A una x» A

- A = 0 Die Cramersche Regel versagt und das inhomogene lineare Gleichungssys-
tem ist entweder unldsbar oder hat unendlich viele Losungen.
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2.3.3. Homogene lineare Gleichungssysteme

Gegeben ist das homogene lineare Gleichungssystem:

aj] + are =0
ar1 + dyy =0

Somit ist das homogene lineare Gleichungssystem in Matrixschreibweise gegeben durch
A-Xx=0
Die Losungen x; und x» erhdlt man wie folgt fiir:

- A =0, somit ist die Losung (unendlich viele)

X1 =—-app-Aund x> =a;; -AmitA € R

- A # 0, somit ist die triviale (eindeutige) Losung

x1=0und x», =0

2.4. Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen erkennt man daran, dass die hochst vorkommende Potenz
der Variablen, nach der man auflosen mochte, zwei ist. Man kann eine quadratische
Gleichung durch Aquivalenzumformungen immer auf folgende Gestalt bringen:

ax’>+bx+c=0mita+0,b,ceR
Man unterscheidet qualitativ folgende drei Falle:

e a+#0,b=0,c#0
Die quadratische Gleichung lautet dann:

ax’+c=0

C
X12 = £/ ——
a

Man erhalt nur Losungen, wenn a und c¢ unterschiedliche Vorzeichen haben.

ea#+#0,b#0,c=0
Die quadratische Gleichung lautet dann:

ax®+bx =0
x(ax+b)=0
X1=0

b
Xp = ——
a

ea+0,b#0,c#0
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Die quadratische Gleichung lautet dann:

ax’+bx+c=0

—b +/b? —4ac
X12 = 2a

Die Diskriminante lautet: D = b? — 4ac
Ist D > 0, so erhdlt man zwei verschiedene reelle Losungen.
Ist D = 0, so erhdlt man eine reelle Losung (Doppellosung).

Ist D < 0, so gibt es keine reelle Losung.

2.5. Differentialrechnung

2.5.1. Einige Ableitungsfunktionen

f(x)=x", mitn + 0 f'(x) =nx"1
f(x)=e™* mita+0 f'(x)=ae?*b

f(x) = sin(ax + b) f'(x) = acos(ax + b)
f(x) =cos(ax + b) f'(x) = —asin(ax + b)

2.5.2. Differentiationsregeln

- Summenregel
fx)=gx)+h(x) = [fl(x)=g(x)+h'(x)

In Worten:
Es darf gliedweise abgeleitet werden

- Faktorregel
f(x)=cgx) = f(x)=cg (x)

In Worten:

Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten
- Produktregel
fxX)=gx)h(x) = [f(x)=gxh(x)+h (x)g(x)

In Worten:

Vorne abgeleitet mal hinten plus hinten abgeleitet mal vorne

- Quotientenregel
g(x) , g (xX)h(x) - h'(x)g(x)
fx)="— = flx)=
h(x) (h(x))?
In Worten:

Oben abgeleitet mal unten minus unten abgeleitet mal oben durch unten zum
Quadrat
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- Kettenregel
f(x)=gh(x)) = [f(x)=g(h(x)) - h'(x)

In Worten:

Aufere Ableitung mal innere Ableitung

2.6. Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Hierbei sei nur auf die sogenannte Schwingungsdifferentialgleichung eingegangen.
Physikalisch sinnvoll sind hier nur positive reelle Koeffizienten m, R, c.

2.6.1. Homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ist von folgender Gestalt:

mx(t) + Rx(t) +cx(t) =0mitm >0,c>0,R>=0€R
Der Ansatz x(t) = e fithrt zum sogenannten charakteristischen Polynom:

MA2+RA+c=0mitA e C

~R+VR*—4mc _ R _ (R>2 c

Ao = = — + _—
1.2 2m 2m 2m

m

Mit den Abkiirzungen: § = =~ > 0, w3 = < > 0und wgeq =/ w§ — 62 folgt:

2m

2\1,2 = -0+ \/62 — (U(Z)

Diese quadratische Gleichung liefert
- 2 einfache, negative reelle Losungen

A1z = —0 £4/62 — w§, wenn 6% > w3

- 1 doppelte reelle negative Losung

A12 = A = -8, wenn §° = wj

- 2 konjugiert komplexe Losungen mit negativem Realteil

Aip = =8 +iyJw§ — 52 = =5 + iWged, Wenn 52 < w3

Losungen des Fundamentallosungen
char. Polynoms der Differentialgleichung
_ 2 _ 2 _s_[s2_,2
Ao = =8 /62 — w3 jeweils einfach reell | x;(t) = e< s wo)t, X, (t) = e( oo* w‘))t
Al =A=-6 doppelt reell x1(t) = e %, xo(t) = te 0t
A2 = =0 * iWged konjugiert komplex | x1(t) = e %1 cos(Wged * t), X2(t) = e~ Sin(Wgeq - t
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Man erhalt so zwei linear unabhdngige Fundamentallosungen x; (t), x»(t), die eine Lo-
sungsbasis bilden und deren Linearkombination die homogene Losung der Differential-
gleichung bildet.

Xnom () = c1x1(t) + coxo(t) mitcy, c2 € R

Die beiden Konstanten c; und ¢, der homogenen Losung erhdlt man aus den Anfangs-
bedingungen Xnhom(0) = xp und Xnom (0) = vo.

Auf Schwingungen tibertragen liefert eine solche homogene lineare Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten folgende Moglichkeiten:

- Freie Schwingung

R=0,mx+cx=0,A12=+iwo
Xhom (t) = ¢18in(wyq - t) + ¢2 cos(wyg - t) = X cos(wyg - t + Qo)

Xhom (t) = c1wocos(wyq - t) — crwoSin(wg - t) = —Xwosin(wg - t + @g)
4 Xhom (1)
x X
X0
-t

Tritt keine Reibung auf, also ist R = 0, so gibt es keinen exponentiell abklingenden
Teil und die Schwingung halt ihre Amplitude. Die Schwingungsdauer hangt nur
von der schwingenden Masse m und der Federkonstanten ¢ ab, und das System

C

schwingt mit der Eigenkreisfrequenz wo = /.

Die Konstanten c;, ¢2 bzw. X, @y hdngen eindeutig von den beiden Anfangsbedin-
gungen
Xnom (0) = Xo
(Anfangspunkt) und
Xhom(0) = Vo
(Steigung der Tangente an das Schaubild im Anfangspunkt (0/xg)) ab.

Einsetzen der Anfangsbedingungen:
= Xnom(0) = Xxo
C1 \sin(w00)1+c2 gos(wOO)l = X
-0 -
c2=x0 [m]

1
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- xhom(o) = Vo

C1W¢o coS(wp0) —crwo sin(wp0) = vy
—_— —_—

=1 =0
Vo

Wo

c1 = [m]

- Gedampfte Schwingung
- Schwingfall

R>0,mx+Rx+cx =0,A172=-0 % iWgeq

Xnom(t) = e %[y 8$IN(Wged - L) + C2 COS(Wigeq - 1)] = Xe 0 cOS(Wged * t + Po)
Xhom(t) = e %' [c1(—5 SiN(Wged - 1) + Wged COS(Wged - t)) + €2 (=5 COS(Wged + 1) — W
Xhom (t) = —~Xe 0t [6 - COS(Wged * T+ @o) + Wged - SIN(Wgeq - T + CPO)]
A xhom(t)
x e
X0
-t
_)% ged

Hier sieht man leicht, dass nur wenn konjugiert komplexe Losungen von
der charakteristischen Gleichung auftreten, das System auch schwingungs-
fahig ist. Identifiziert man m mit der Masse des Schwingers, R mit einer
Reibungskonstanten und ¢ mit einer Federkonstanten, so sieht man, dass
0= % reibungsabhingig ist und in der Fundamentallosung einen exponen-
tiell abklingenden Teil verursacht. Physikalisch bedeutet dies, dass das Sys-
tem mit wgeq < Wy (0der Tgeq > Tp) schwingt und die Amplitude exponentiell
abnimmt, bis sie schlieRlich in der Gleichgewichtslage endet.

Die Konstanten ci, ¢» bzw. X, @ hdangen eindeutig von den beiden Anfangs-

bedingungen xnom (0) = xo (Anfangspunkt) und
Xhom (0) = Vo

(Steigung der Tangente an das Schaubild im Anfangspunkt (0/xg)) ab.
Einsetzen der Anfangsbedingungen:

xhom(o) = X0

,50 .
e €1 SIN(Wgeq0) +C2 COS(Wgeq0) ] = X
[c18In(Wged0) +¢2 COS(Wgeq0) ] 0

Y Y

=1 =0 =1
C2 = Xo [m]

© Jurgen Gilg 2008 19



Xhom(o) = Vo

e %011 (=5 8in(Wged0) +Wged COS(Wged0)) + C2(—8 COS(Wged0) — W ged SIN(W geq
— (S ——

=1 =0 =1 =1 =0
Vo + 5X()
ci=——— [m]
Wged

- Aperiodischer Grenzfall

R>0, mx+Rx+cx=0,A1p=-0
St

Xhorn(t) = (c1 +cpt)e”
Xhom (t) = [c2(1 — Ot) — c16] e Ot

Xnom (t)

qualitativ drei mogliche Verlaufe

X0 je nach Wahl der Anfangsbedingungen

Das System ist nicht schwingungsfahig - es gibt also keine konjugiert kom-
plexen Losungen der charakteristischen Gleichung, sondern eine doppelte
negative reelle Losung, so kann maximal ein Umkehrpunkt erreicht werden
und das System geht mehr oder weniger schnell exponentiell in seine Gle-
ichgewichtslage ohne zu schwingen.

Die Konstanten c;, ¢; hingen eindeutig von den beiden Anfangsbedingungen
Xnom (0) = Xo

(Anfangspunkt) und
Xnom (0) = Vo

(Steigung der Tangente an das Schaubild im Anfangspunkt (0/xg)) ab.
Einsetzen der Anfangsbedingungen:

Xhom (0) = X0

-850
c1+c0)e
(c1 + ¢20)

=0 =1
€1 = Xo [m]
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Xhom(o) = Vo

[c2(1 — 50) - clé]w = Vo
=0 =1
9]

C2 = Vo + 0X0 [

- Kriechfall

R>0, mx +Rx+cx=0,A12=—6++062— wj
—6+x/62—w(2,)t e e(—5—1/52—wg)t
2

Xhom () = cle(

Xhom(t) = €1 <—5 + \/m> e( 5+m) +C <_5 — M) e(_é—\/m)t

xhom(t)

qualitativ drei mogliche Verlaufe

X0 je nach Wahl der Anfangsbedingungen

Das System ist nicht schwingungsfiahig - es gibt also keine konjugiert kom-
plexen Losungen der charakteristischen Gleichung, sondern zwei verschiedene
negative reelle Losungen, so kann maximal ein Umkehrpunkt erreicht wer-
den und das System geht mehr oder weniger schnell exponentiell in seine
Gleichgewichtslage ohne zu schwingen.

Die Konstanten c;, ¢; hingen eindeutig von den beiden Anfangsbedingungen
Xhom(0) = X0

(Anfangspunkt) und
Xhom (0) = Vo

(Steigung der Tangente an das Schaubild im Anfangspunkt (0/x()) ab
Einsetzen der Anfangsbedingungen:

Xhom (0) = X0

~5+52-wj )0 (-5-y52-wi)o
1 p( ) +coe 0 b's

J) = 0

Y Y

=1 =1
[1] C1+C2 = Xop
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xhom(o) = Vo

1 (—6 + m> e(féﬂahwg)o +Co (—6 — /62 — w%) e(féfvahw%)o =

2] o (—5 452 - wg) re (—5 _ 52— w%) — v,

Dieses lineare Gleichungssystem von zwei Gleichungen ([1] und [2]) mit den
zwei Unbekannten ¢; und ¢, kann mit der Cramerschen Regel gelost werden
und liefert:

[l <XO+ vo+59<o> ]
2 52 — w§

1 Vo + 0X
2= (Xo - 00) [m]

2.6.2. Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ist von folgender Gestalt:

mx(t) + Rx(t) +cx(t) =r({t) mitm>0,c>0,R=0€R

Man bestimmt zundchst die Losungen xnhom (t) der zugehorigen homogenen Differential-
gleichung (voriges Kapitel) und berechnet durch einen speziellen Ansatz eine spezielle
Losung xgpe, (t) der inhomogenen Differentialgleichung.

Spezielle Ansiatze
Ist die Storfunktion 7 (t) vom Typ:

¥(t) = ce* cos(b - t) oder ¥ (t) = ce* sin(b - t)

- Normalfall

sind konjugiert komplexe Losungen des charakteristischen Polynoms und a # —d
und b # Wgeq

Normalansatz
Xspez (t) = a1e? cos(b - t) + ae® sin(b - t)

Die beiden Konstanten a; und a, der speziellen Losung erhdlt man durch Einset-
zen in die inhomogene Differentialgleichung und anschlieRenden Koeffizienten-
vergleich.

- Resonanz im mathematischen Sinn

ALZ = _5 =+ iwged
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sind konjugiert komplexe Losungen des charakteristischen Polynoms und a = -6
und b = wgeq

Resonanzansatz (Man multipliziert den Normalansatz mit t)

Die beiden Konstanten a; und a, der speziellen Losung erhdlt man durch Einset-
zen in die inhomogene Differentialgleichung und anschliefRenden Koeffizienten-
vergleich.

Die Gesamtlosung ergibt sich zu:
X (t) = Xnom (1) + xspez(t)
Die Storfunktion sei fiir folgende physikalische Anschauung vom Typ:

r(t) = cXgcos(wg - t)
——
Fg
Folgende Abkiirzungen werden verwendet:
n= %E: Frequenzverhdltnis, D = wio: Dampfungsgrad, Fr = cXg: Kraftamplitude

- Erzwungene Schwingung mit Reibung

- Normalfall

Mit der Phasenverschiebung ¢ zwischen Erreger und Schwinger, tan ¢ = 2D .

1-n2"

0

Lcos(Wged * t + @o) + XE
o (1 =n?2)2+ (2Dn)?

Y
stationdrer Teil

x(t) = Xe” cos(weg - t — @)

exp. abklingender Teil

Ist die Storfunktion vom Typ ¥ (t) = E: cos(ws - t), also gibt es periodische
(harmonische) Erregung, so erhdlt man im Normalfall mit Reibung nach ein-
er gewissen Einschwingzeit (die Zeit, bis die homogene Losung exponentiell
abgeklungen ist) eine Schwingung mit der Kreisfrequenz wg und veranderter
Amplitude (stationdre Schwingung).

- Physikalischer Resonanzfall - Amplitudenresonanzfall

Im Amplitudenresonanzfall mit Reibung, (Resonanzfall im physikalischen Sinne
- kein Resonanzfall im mathematischen Sinne). Fiir wg = 4 /wéed — 0% = wov1-2D?

wird die Amplitudenverstarkung maximal - nur fiir 0 < D < \/g bildet sich
ein Maximum der Amplitude aus.
- Mathematischer Resonanzfall

Im Resonanzfall im mathematischen Sinne A > = —0 +iwgeq, musste die Stor-
funktion den Charakter v (t) = Fre 9! COS(Wgeq - t) haben (also mit Reibung).
Das System wird nicht harmonisch erregt - sondern exponentiell abklingend
erregt, deshalb klingt auch die Amplitude des Systems exponentiell ab.

- Erzwungene Schwingung ohne Reibung
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- Normalfall

x(t) =c;sin(wg - t) + cocos(wg - t) + Xg COS(WE - t)

N
|1 - n?|

Schaltet man Reibung aus, so erhdlt man im Normalfall eine iiberlagerte Schwingung
mit verdnderter Amplitude - diese hat Schwebungscharakter.

- Resonanzfall ohne Reibung - im physikalischen und mathematischen Sinne
Wg=wop=>n=1

. wo, . .
x(t) =cysin(wg - t) + cxcos(wg - t) + TOth sin(wg - t)

. ]

linearer Aufschaukler

Schaltet man Reibung aus, so schaukelt sich die Amplitude im Resonanzfall
linear gegen unendlich.

(Resonanzkatastrophe)

3. Harmonische Schwingungen
3.1. Federschaltungen

- Hintereinanderschaltung

Die Gesamtfederkonstante wird kleiner, da bei gleicher Kraft eine groRere Auslenkung

erfolgt:
~ F ~ F ~ 1
xi+xX2 4. txn L+l+l+ L a4 l4l
1 1 1 1
—=— 4 — 4.+ —
c ¢ C Cn
- Parallelschaltung

Die Gesamtfederkonstante wird grofer, da zu gleicher Auslenkung eine groRere
Kraft notig ist:

C_F1+F2+...+Fn _OX + X+ ..+ X
X X

=C1+C +..+Cyn

3.2. Freie harmonische Schwingungen

c: RichtgroRe der Feder (Federkonstante)
Die RichtgroRe einer Feder ist das Verhaltnis der dehnenden Kraft zur Dehnung:
AF
€= Aax
m: Schwingende Masse
Es gilt fiir die Periodendauer: Ty = 217\/? => Wo = \/%

Es gilt folgende Bewegungsdifferentialgleichung fiir eine freie harmonische Schwingung:

mx(t) +cx(t) =0
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Zwei konjugiert komplexe rein imagindre Losungen des charakteristischen Polynoms:
/\1,2 = *iWy
Es gilt folgende Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen x(0) = xo und
x(0) = vg:

x(t) = Asin(wg - t) + Bcos(wyg - t) = X sin(wq - t + Qo)

x(t) = % sin(wg - t) + xpcos(wgq - t)
0

v(t) =x(t) = Xwocos(wy -t + @g)
gr_z
v
a(t) = x(t) = —Xwjsin(wq - t + Qo)
‘—T—J
a
Die Konstanten A und B, bzw. der Nullphasenwinkel ¢y und die Amplitude X sind
eindeutig von den Anfangsbedingungen x (0) = x¢,x(0) = v¢ abhangig.

Spezielle Ansatze:

- Startet der Korper vom rechten Umkehrpunkt:
x(0) =4+xAx(0)=0= x(t) = xcos(wg - t)

- Startet der Korper vom linken Umkehrpunkt:
x(0)=—-xAx(0)=0=x(t) = —xcos(wg - t)

- Startet der Korper aus der Gleichgewichtslage mit nach rechts:
x(0)=0Ax(0) =+D = x(t) = xsin(wq - t)

- Startet der Korper aus der Gleichgewichtslage mit nach links:
x(0)=0Ax(0) =-D = x(t) = —xsin(wy - t)

3.2.1. Beispiele fiir harmonische Schwingungen

Harmonische Schwingungen liegen dann vor, wenn die riicktreibende Kraft Fyycx pro-
portional zur Auslenkung ist. Diese Forderung nennt man lineares Kraftgesetz.

- Schwingende Fliissigkeitssdaule im U-Rohr

GG-Lage

\_/
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Die Fliissigkeit habe die Dichte p und das U-Rohr den konstanten Querschnitt A.
Die Lange der gesamten Fliissigkeitssaule sei L.

Die schwingende Masse ist somit m = pAL

Die riicktreibende Kraft erfolgt durch Gewichtskraft der um 2x erhdhten Saule im
rechten U-Rohr-Schenkel, also

Frack = pAg2 x
——

=C

Diese ist linear in x (also proportional zur Auslenkung) und somit ist diese Schwingung
harmonisch und man definiert den Proportionalitatsfaktor ¢ als Ersatzfederkon-
stante und kann diese direkt in die Schwingungsdifferentialgleichung einsetzen.

- Reagenzglas in einer Fliissigkeit

—— GG-Lage

Das Reagenzglas hat schon eine gewisse Eintauchtiefe x(. Diese ist die Gleichgewicht-
slage und wird durch das Kraftegleichgewicht aus Gewichtskraft und Ausftrieb-
skraft erzielt. Eine weitere Auslenkung um x aus dieser Gleichgewichtslage ruft
eine ricktreibende Kraft hervor, die einzig von der Auftriebskraft bewerkstelligt
wird.

Bei konstantem Querschnitt A des Reagenzglases (Masse M) und der Zuladung
(Masse m), also einer schwingenden Masse von M + m gilt mit der Dichte p der
Fluissigkeit fir die riicktreibende Kraft

Froek = pAg X
——

=C

Diese istlinear in x (also proportional zur Auslenkung) und somit ist diese Schwingung
harmonisch und man definiert den Proportionalitatsfaktor ¢ als Ersatzfederkon-
stante und kann diese direkt in die Schwingungsdifferentialgleichung einsetzen.

3.2.2. Beispiele fiir nicht-harmonische jedoch periodische Schwingungen

Bei solchen Schwingungen gilt kein lineares Kraftgesetz.

- Korper zwischen zwei reibungsfreien schiefen Ebenen
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Die riicktreibende Kraft ist die Hangabtriebskraft Fiycx = Fy = mg sin «, diese ist
unabhéangig von der Auslenkung.

- Korper gleitet reibungsfrei beschleunigt auf einer ebenen Fliche

Die rucktreibende Kraft ist die Gewichtskraft der Masse m., also Fricx = Fg2 =
myg, diese ist unabhangig von der Auslenkung.

3.2.3. Energiebetrachtungen bei einem horizontalen Federpendel ohne Reibung

m

}_,

x(t)

Bei einer solchen Schwingung spielt die Gewichtskraft des Schwingers m keine Rolle,
da diese von der Unterlage kompensiert wird. Die Feder sei als masselos angenommen.
Der Schwinger fiihrt harmonische Bewegungen um die enspannte Lage der Feder durch.
Fur die Bewegungsgleichungen gilt:
x(t) = xsin(wq - t + @)
v(t) =x(t) = Xwocos(wy -t + @g)
\_r_J
v
Fur die potentielle Energie der Feder gilt:
1

1 .. 1 ., .
Epot Feder () = E(:X(t)2 = SclXsin(wo - ¢ + Po)]° = gcx2 sin®(wo - t + @o)
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Fir die potentielle Energie des Schwingers gilt:
EpotMasse (£) =0

Fur die kinetische Energie der Feder gilt:
Exin,Feder (t) = 0

Fiir die kinetische Energie des Schwingers gilt:

1 1 1 .
ExinMasse (t) = Emv(t)2 = smlXwocos(wo - ¢ + Po) ] = §mx2w% cos?(wo * t + o)

Mit der Identitit ¢ = mwj folgt fiir die Gesamtenergie:

Eges(t) = Epot,Feder(t) + Epot,Masse(t) + Ekin,Feder(t) + Ekin,Masse(t)

1 .5 . |
Eges(t) = —cX?sin’(wq - t + Qo) + = MX2w§ cos®(wy - t + @o)
2 o ImXx"wq

cx?

1 . .
Eges(t) = Ecxzk[smz(wo -t + @g) + cos?(wq - t + Po) ]

Y

=1
L o>
Eges(t) = Ecx = const.
Dies bedeutet, dass die Gesamtenergie unabhangig von der Zeit ¢ ist und somit poten-
tielle und kinetische Energie harmonisch ineinander umgewandelt werden.

Die Gesamtenergie kann also am bequemsten im rechten Umkehrpunkt bestimmt wer-
den.

Anmerkung

Da die Feder als masselos angenommen wird, besitzt diese keine kinetische Energie.

Da der Schwinger m keine Hohendifferenz durchlauft (wegen der waagrechten Unter-
lage), besitzt dieser keine potentielle Energie.

3.2.4. Energiebetrachtungen bei einem vertikalen Federpendel ohne Reibung

2 : 3
J . m%]ﬂ: = ¢l lo

Fo = mg éx th(t) = b+ %= x(t)

Beim sogenannten Feder-Schwere-Pendel spielt die Gewichtskraft des Schwingers m
eine entscheidende Rolle und spannt die als masselos angenommene Feder um die Lange
ly vor und fiithrt um diese Gleichgewichtslage harmonische Bewegungen durch. Fiir die
Bewegungsgleichungen gilt:

x(t) =lp+ xsin(wg - t + @g)

v(t) =x(t) = Xwocos(wy -t + @g)

%:—J
v

h(t)=1lp+Xx —x(t) =X —Xsin(wg -t + Qg)
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Fir die potentielle Energie der Feder gilt:

1 1 .
Epot Feder (t) = 5C9€(t)2 = §C[lo + X sin(wy - t + @o)1°

Epot,Feder(t) = ;C[l(z) + 2lpX sin(wq - t + Qo) + x° sinz(wo -t + @o)l
Fiir die potentielle Energie der Masse gilt:
EpotMasse (t) = mgh(t) = mgx — mgx sin(wg - t + Qo)

Fir die kinetische Energie des Schwingers gilt:
(kinetische Energie der masselosen Feder ist Null)

1 1. 1.
ExinMasse (t) = Exinges(t) = Emv(t)2 = sm[Xwocos(wo - £ + Qo) 1° = mezwécosz(wo -t

Mit der Gleichgewichtsbedingung mg = cl folgt fiir die gesamte potentielle Energie:

Epot,ges (t) = Epot,Feder ( t) + Epot,Masse ( t)

1 n . 1 ., . - n .
Epotges(t) = =l + cloX sin(wy - t + Qo) + ~cX?sin*(wy - t + Qo) + Mg X — mg X sin(wo -
’ 2 2 — ——

clp clp

1 1 ., . -
Epotges(t) = Eclé + Ecx2 sin®(wq - t + Qo) + cloX

Mit der Identitdt ¢ = mw3 folgt fiir die Gesamtenergie:

Eges(t) = Epot,ges(t) + Ekin,ges(t)
1 | N . 1
Eges(t) = —cl3 + —cX?sin®(woq - t + @) + cloX + = mX2w3 cos?(wq - t + Qo)
2 2 2 ——
cx?

1 1 . . 1 A N
Eges(t) = Ecl(z) + Ecx2 +cloX = Ec[l% + 21X + X2]

1 n
Eges(t) = Ec(lo + X)? = const.

Dies bedeutet, dass die Gesamtenergie unabhangig von der Zeit ¢ ist und somit poten-
tielle und kinetische Energie harmonisch ineinander umgewandelt werden.

Die Gesamtenergie kann also am bequemsten im unteren Umkehrpunkt bestimmt wer-
den.

3.3. Freie gedampfte harmonische Schwingungen

3.3.1. Kriftebilanz bei einem horizontalen Federpendel mit Reibung

Vortuberlegung und Vorzeichenkonvention:
Ort (Ursprung in der entspannten Lage der Feder - in diesem Beispiel GG-Lage)

Ort x rechts von GG-Lage positiv
Ort x links von GG-Lage negativ

Geschwindigkeit
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Geschwindigkeit x mnachrechts positiv
Geschwindigkeit x nachlinks negativ

Beschleunigung
Beschleunigung nach rechts positiv

X
Verzogerung x mnachlinks  positiv
Beschleunigung x nachlinks negativ
Verzogerung x nachrechts negativ

Es treten folgende drei Krifte in der Kraftebilanz auf:
- Betrag der Federkraft
|Fpl = cx
- Betrag der Reibungskraft
|Fr| = bx
- Betrag der Tragheitskraft
|Fr| = mx
Was legt man aus Erfahrung zu Grunde:

- Eine Feder ist immer bestrebt in ihre entspannte Lage zuriickzukehren, d. h. die
Federkraft weist immer in Richtung der entspannten Lage (diese entspricht in
diesem Beispiel der Gleichgewichtslage).

- Wird ein Korper beschleunigt (nach rechts oder links) - wird er also betragsmalig
schneller, so wirkt die Tragheitskraft der momentanen Bewegungsrichtung entge-
gen.

- Wird ein Korper verzogert (nach rechts oder links) - wird er also betragsmalig
langsamer, so wirkt die Tragheitskraftin Richtung der momentanen Bewegungsrich-
tung.

- Die Reibungskraft wirkt immer der momentanen Geschwindigkeit entgegen.

- Die Gewichtskraft wird von der Unterlage kompensiert und hat somit keine Auswirkung
auf die Bewegung.

- Verzogerte Bewegung nach rechts, rechts von Gleichgewichtslage x = 0, also
x<0,x>0,x>0

> F: bx+cx=-mx
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- Beschleunigte Bewegung nach links, rechts von Gleichgewichtslage x = 0, also

x<0,x<0, x>0

> F: cx=-mx-bx

- Verzogerte Bewegung nach links, links von Gleichgewichtslage x = 0, also

x>0,x<0,x<0
D F: —bx-cx=mx

Fre—f I}

Cc

x=0

- Beschleunigte Bewegung nach rechts, links von Gleichgewichtslage x = 0, also

x>0, x>0,x<0

ZF: —CX = mx + bx

3.3.2. Kriftebilanz bei einem vertikalen Federpendel mit Reibung

Vortuberlegung und Vorzeichenkonvention:
Ort (Ursprung in der entspannten Lage der Feder - in diesem Beispiel nicht GG-Lage)

Ort x unterhalb von GG-Lage positiv
Ort x oberhalb von GG-Lage positiv
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Geschwindigkeit

Geschwindigkeit x nachunten positiv
Geschwindigkeit x nach oben negativ

Beschleunigung
Beschleunigung x nach unten positiv
Verzogerung x nach oben positiv
Beschleunigung x nach oben negativ
Verzogerung X nach unten negativ

Es treten folgende vier Krafte in der Kraftebilanz auf:

- Betrag der Federkraft

|F¢| = cx

- Betrag der Reibungskraft

|[Fr| = bx

- Betrag der Tragheitskraft

|Fr| = mx

- Betrag der Gewichtskraft

|Fg| = myg
Was legt man aus Erfahrung zu Grunde:

- Eine Feder ist immer bestrebt in ihre entspannte Lage zuriickzukehren, d. h. die
Federkraft weist immer in Richtung der enspannten Lage (diese entspricht nicht
der Gleichgewichtslage - wie beim horizontalen Federpendel). Sie ist in der statis-
chen Gleichgewichtslage bereits um die Lange [y, vorgespannt. Diese erhdlt man
aus der statischen Gleichgewichtsbedingung |Fz| = |Fg| = cly = mg = Iy = %

Dies hat zur Konsequenz, dass der maximale Ausschlag (Amplitude) um diese Gle-
ichgewichtslage kleiner sein sollte als die Vorspannungslinge X < Ly - sonst wiirde
die Feder im oberen Umkehrpunkt tiber die entspannte Lage der Feder gestaucht
werden - dies wiirde bedeuten x < 0.

Da die entspannte Lage der Feder oberhalb des oberen Umkehrpunkts liegt, zeigt in
dieser Anordnung die Federkraft immer nach oben und die Auslenkung ist immer
positiv.

- Wird ein Korper beschleunigt (nach oben oder unten) - wird er also betragsmaRig
schneller, so wirkt die Tragheitskraft der momentanen Bewegungsrichtung entge-
gen.

- Wird ein Korper verzogert (nach oben oder unten) - wird er also betragsmalig
langsamer, so wirkt die Tragheitskraft in Richtung der momentanen Bewegungsrich-
tung.
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- Die Reibungskraft wirkt immer der momentanen Geschwindigkeit entgegen.
- Die Gewichtskraft zeigt immer nach unten (zur Erde).
Diese ist unabhangig von Ort x, Geschwindigkeit x und Beschleunigung x.
- Verzogerte Bewegung nach unten, unterhalb von der Gleichgewichtslage x = [,

x <0, x>0, x>0 und somit ZF: bx +cx = —-mx + mg

§ entspannte Feder

Jx(t) R Fr

Fg Fr
- Verzogerte Bewegung nach oben, unterhalb von der Gleichgewichtslage x = [,

x <0, x <0, x >0 und somit zF: cX =-mx —bx +mg

§ entspannte Feder

Jx(t) Fr

Fg FrvFy
- Verzogerte Bewegung nach oben, oberhalb von der Gleichgewichtslage x = [

x >0, x <0, x >0 und somit ZF: mg — bx = mx + cx

c
entspannte Feder

x(t)

- Beschleunigte Bewegung nach unten, oberhalb von der Gleichgewichtslage x =
lo

x >0, x>0, x >0 und somit ZF: mg = mx + bx + cx
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C FT FR FF

entspannte Feder

Eine Schwingung, bei der noch zusatzlich zur Federriickstellkraft eine zur Geschwindigkeit
proportionale Reibungskraft Fr = —Rv¥ (mit R: Reibungskonstante) auftritt. Diese wirke
immer der Geschwindigkeit entgegen, deshalb das Minuszeichen.

Es gilt folgende Bewegungsdifferentialgleichung fiir eine gedampfte harmonische Schwingung:
mx(t) + Rx(t) +cx(t) =0

Der Nullphasenwinkel @ und die Maximalamplitude X bzw. die Konstanten A und B
sind eindeutig von den Anfangsbedmgungen x(0) = x0,x(0) = vy abhdngig. Folgende
Abkirzungen 6 = wi3=5D = —0 =5 ﬁ werden verwendet. Wir unterscheiden
folgende drei Falle:

Zm’

3.3.3. Schwingfall

2
<2m) < W§ = Wgea <o =>0<D<1

Zwei konjugiert komplexe Losungen des charakteristischen Polynoms: A;, = -6 +
inwj — 52
Es gilt folgende Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen x(0) = xo und
x(0) = vg:

-0t

X(t) = Ae ' sin(Wged - t) + Be %! cOS(Wged - £) = Xe % cOS(Wged - t + o)

+0

x(t) = e 0t [voxo SIN(Wgeq - t) + X0 COS(Wgeq - t)}
Wged

v(t) = x(t) = —Xe %[5 - cOS(Wged *  + Qo) + Wged + SIN(Wged * £+ Po) ]

a(t) = x(t) = xe 0 [(62 — a)ged) - COS(Wged * t + Qo) + 28 Wgeqd - SIN(Wgeq - L + (po)]

Die Amplitude nimmt mit der Zeit exponentiell ab A(t) = =Xe %! und w éed der gedampften

2
Schwingung ist gegeniiber w3 der ungeddmpften Schwingung um 62 = (L) ver-

2m
stimmt. Man definiert einen dimensionslosen Dampfungsgrad D mit:

Wged = \W§ — 62 = woV1 — D2

T
Tgedzio

2
Wged _

Tged

© Jurgen Gilg 2008 34



Das Verhaltnis der Amplituden zwischen z. B. zwei aufeinanderfolgenden Maximalauss-
chldgen, die auf derselben Seite (bezogen auf die Ruhelage) liegen, bezeichnet man als
logarithmisches Dekrement:

A(t) Xe 0t Xe 0t

Ty b
= = — e(snTng — enwODm _ en21‘r\/m
At + nTged) Ko~ 0(t+nTgeq) xe—0t . p=0nTyeq

Ist D sehr klein, so kann man ohne grofen Fehler Tyeq = Tp Setzen = A(ﬁfl)m = eonTo =
enZTrD

3.3.4. Aperiodischer Grenzfall

R 2
<27’)’l) =(U(2)=>(Uged=0:>D=1

Eine doppelte negative reelle Losung des charakteristischen Polynoms: A; > = -6

Es gilt folgende Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen x(0) = x(, und
x(0) = vg:

x(t) = (A + Bt)e 0t

x(t) = [xo + (v + 6x0)t]e %

v(t) = x(t) = [B(1 — 5t) — §A]e™ %!
a(t) = x(t) = [B(5°t — 25) + 5%A] e

Der Schwinger geht maximal einmal durch die Gleichgewichtslage und hat maximal eine
waagrechte Tangente.

3.3.5. Kriechfall

R \? )
—] >w
< 2m) 0
die Kreisfrequenz wgeq ist imagindr = D > 1

Zwei negative reelle Losungen des charakteristischen Polynoms: A;» = — = 1/82 — w}

Es gilt folgende Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen x(0) = x(, und
x(0) = vy:

x(t) = Ae(_5+m)t + Be(‘é‘M)t
= (1o Tz LonBih L (o) o)

2 2
0% — wj

R e I R
a(t)=x(t)=A (_5 N m>2€(5+M)t R (_5 ~ m>2e(6m>t

Der Schwinger geht maximal einmal durch die Gleichgewichtslage und hat maximal eine
waagrechte Tangente.
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3.4. Erzwungene Schwingungen bei harmonischer Erregung

Eine Schwingung, bei der noch zusatzlich eine zur Geschwindigkeit proportionale Rei-
bungskraft Fy, = —R#¥ (mit R: Reibungskonstante) auftritt. Diese wirke immer der Geschwindigkeit
entgegen, deshalb das Minuszeichen. Die Schwingung wird mit der Erregerfrequenz wg

und der Erregeramplitude Xg erzwungen.

Es gilt folgende Bewegungsdifferentialgleichungen fiir eine erzwungene harmonische
Schwingung:

mx(t) + Rx(t) + cx(t) = cxgcos(weg - t)
—

Fg

Der Nullphasenwinkel @y und die Amplitude X sind eindeutig von den Anfangsbedin-

gungen x(0) = x¢,x(0) = vy abhdngig. Die Abkiirzungen 6 = %, w3 = %, D = w% =
R

N werden verwendet.

n= %ﬁ: Frequenzverhaltnis

5 . .
D = ws- Dampfungsgrad
X

V = == Verstarkungsfaktor der Amplitude

XE

Mit der Phasenverschiebung ¢ zwischen Erreger und Schwinger, tan¢ = 12?,7'2 gilt fol-
gende Bewegungsgleichung:
-5

x(t) = Xe Lcos(Wged * t + Po)

exp. abklingender Teil
XE

A - n)Z+ 2Dn)?

Y
stationdrer Teil

cos(wg -t — )

v(t) =x(t) = —-xe O[5 COS(Wged - t + Qo) + Wged SIN(Wgeq - £ + Po) |

J

exp. abklingender Teil

XEWE .
- sin(weg -t —
Ja B+ @Dz Wt P
stationi;rer Teil
a(t) =x(t) = xe [(52 — Wieq) COS(Wged * t + Po) + 20Wgeq SIN(Wged - L + qoo)]
exp. abklianender Teil
)2}300%

T A= nDZ+ @D oslwe =P

>
stationdrer Teil

3.4.1. Allgemeiner Fall mit Dampfung

0>0=D>0

Die Resonanzkreisfrequenz im gedampften Fall liegt bei

WE = Wres = \/Wgeq — 02 = WoV1 —2D? oder n = v1 - 2D? < 1
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Es gilt folgende Bewegungsgleichung:
XE
(1 -n2)?+(2Dn)?

ot

x(t) = xe~ cos(wged t+ @o) +

((1 = n?) cos(we - t) + 2Dn sin(wg

exp. abkhngender Teil Y
stationdrer Teil

2Dn .
1-n2-

Mit der Phasenverschiebung ¢ zwischen Erreger und Schwinger, tan ¢ =
XE
V(I = n?)?+ (2Dn)?

iy
stationarer Teil

ot

x(t) = Xe °' cos(Wged - t + Po) + cos(wg - t — ¢)

exp. abklingender Teil

Einschwingen, bis der exponentiell abnehmende Teil der Losung keine Rolle mehr spielt
und dann stationdres Schwingen mit veranderter Amplitude.

Der Verstarkungsfaktor V ergibt sich zu:

- Frequenzen aulier der Resonanzkreisfrequenz

WE # Wres = (U()\/]_ —2D? oder n # /1 — 2D?
Vin) = A/ (1- 772)2+(2Dn)2

- Bei der Resonanzkreisfrequenz

WE = wres (U() V 1 - 2D Oder nres V 1 - 2D2 < 1
V(rlres) = Vinax =

2D 1D2

Diskussion des Verstarkungsfaktors:
- Verhalten an den Riandern:
1
14 -
=TT 2oy
1

hm\/(n) = hm NS BEECOIE =1

Alle Kurven (unabhéngig von D) gehen durch (0/1)
1
lim V = li =
ng?o (n) = lrrolo V(@ = n?)2 + (2Dn)? 0

Alle Kurven (unabhédngig von D) ndahern sich fiir sehr groRe n der n-Achse

- Steigung an den Randern:

av n(n? - (1 -2D?)
R
an (@ -n2)2+ @Dy’

_ _ 2
limd—v—hm 2 ('7 (1 -2D%)) =0
n=0dn J((1 = n2)2 + (2Dn)2)?

Alle Kurven (unabhédngig von D) beginnen im Punkt (0/1) mit einer waagrechten
Tangente

2 _ _ 2
hmd—v = lim -2 nin” - (1 - 2D7) =
e dAn (1 - 22 + (2D

Alle Kurven (unabhangig von D) werden fiir sehr groRe n waagrecht
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Abhangigkeit des Verstarkungsfaktors V (n) vom Kreisfrequenzverhiltnis n

+V(n)

Vmax

1 D=\ D <}
oV ST
[

Nres 1

Nicht fir alle Dampfungsgrade D > 0 bildet sich ein Maximum der Verstarkung aus -
ist das System also resonanzfahig.

- N

Fiir die Verstarkung gilt:
1
V@' =n?)? + (2Dn)?

Das System ist nur dann resonanzfahig, wenn sich ein Maximum der stationdren Am-
plitude, somit auch fiir V ausbildet, d. h. wenn gilt:

V(n) =

av d?v
—=0A =<0
dan A dan? <
av n(n®- (1 -2D?)
dan =2 50
N (@ -2+ @Dn)?)
Fir n > 0 ergibt sich genau eine Losung, die dann ein globales Maximum ausbildet -

(auf die hinreichende Bedingung ZZT‘Z/ < 0 sei hier verzichtet).

(Auf n; = 0 - ebenfalls ein Punkt mit waagrechter Tangente, jedoch ein lokales Minimum,
wird nicht ndher eingegangen.)

N2z = +v1 —2D?2

Die negative Losung n3; macht physikalisch keinen Sinn.
Also bleibt noch die eine Losung tibrig.

Diese, sogenannte Amplitudenresonanzkreisfrequenz n, = 1 —2D? = nes < 1 ex-
istiert nur, wenn der Radikand positiv ist, also wenn gilt:

1-2D%>0

Mit D > 0 folgt somit:
1
D _
0<D< \ﬂ
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Ansonsten, also fir D > \ﬁ, schwacht die stationare Amplitude ab. Man spricht dann
von Uberdampfung.

Die Phasenverschiebung ¢ ergibt sich zu:

- Frequenzen kleiner der Eigenkreisfrequenz der ungediampften Schwingung

O<wg<wpoder0<n<1

Dn
= arct
¢ alr(:anl_r’2
T
O0<p<—
¢ 2

- Frequenzen grofer der Eigenkreisfrequenz der ungedampften Schwingung

Wg > wo oder n > 1

Dn
= 1T + arct
=1 arcanl_,72
TT
—<¢<
p <Psm

- Bei der Eigenkreisfrequenz der ungedampften Schwingung

wWg = wp odern =1

T
=3
Diskussion der Phasenverschiebung:

- Verhalten an den Rindern:

2D
¢ = arctan T ;’2 (+11)
D
%ig%qﬂfl) = %if%arctan . 22 =0

Alle Kurven (unabhéngig von D) gehen durch (0/0)

2D
%izrllqb(n) = )711}]1[{ arctan 1 ?72 = r,h}]%(n + arctan 1 '72) =5

Alle Kurven (unabhédngig von D) gehen durch den Punkt (1/ %)

lim ¢(n) = lim (17 + arctan 12Dn
rlaoo )’]——OO

;) =T
Alle Kurven (unabhédngig von D) ndahern sich fiir sehr groRe n der Phase 1t

- Steigung an den Randern:

2
dp _,p  den
dan (1-n2%)2+(2Dn)?
2
lim 2% ~ tim2p 10 _2D

n-0dn n-0_ (1-n2)2+(2Dn)%

© Jurgen Gilg 2008 39



Alle Kurven beginnen im Punkt (0/0) mit einer dampfungsgradabhdngigen Stei-
gung 2D

Je groRer D umso steiler beginnt die Kurve
1+n? 1

dd 1
m oy = Mm 2D e o2 T D

Alle Kurven haben im Punkt (1/ %) eine dampfungsgradabhdngige Steigung %

Je groRer D umso flacher die Kurve in (1/ %)

2
tim %® _ lim 2D 1+n

"R dn AP T oy Y

Alle Kurven (unabhdngig von D) werden fiir sehr groRe n waagrecht
- Untersuchung auf die Wendepunkte:

d?¢ n(n*+2n°+4D? - 3)
&P _ _2p L
dn? [(1-n%)2+ (2Dn)?]

Ein Bruch ist Null, wenn der Zahler Null ist.
Es existiert immer ein Wendepunkt bei n; =0

Fur die Existenz weiterer Wendepunkte muf gelten:
n*+2n°+4D*-3=0

Dies ist eine biquadratische Gleichung, die mit der Substitution z = n? zu lésen
ist.

z2+2z44D%*-3=0
Zip = —1+21- D2
—_—

<1

Diese existieren nur fiir 0 < D < 1 (Fir D > 1 gibt es nur einen Wendepunkt bei
ni =0)

Die negative Losung z, macht keinen Sinn, da nur positive Losungen zurticksub-
stituiert werden konnen.

z1=-1+2J1-D?

Dieser Wert ist nur positiv, also z; > 0

—1+2\/1—D220<:>132s§l

alsofﬁrOstg

Wiére D > @, so ware z; < 0 und lieferte keinen weiteren Wendepunkt

Damit gilt nach der Riicksubstitution n? = z;:

Na3 = i\/—l +2v1 —D?
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Negative n-Werte sind nicht sinnvoll, also ergibt sich nur ein weiterer Wendepunkt
bei

ID=J—1+&M—D2<1
Dieser liegt links von n = 1, konnte aber auch noch mit n; = 0 zusammenfallen.

Dies passiert fiirn, =n; =0= D = ?

Zusammenfassend gilt also:

o Die Funktion besitzt zwei Wendepunkte bein; = Ound n, = v—1 + 2/1 - D2 <

I,
wenn 0 < D < ?
e Sie besitzt nur einen Wendepunkt bei n; = 0,

wenn D > ?

Abhingigkeit der Phasenverschiebung ¢ () vom Kreisfrequenzverhaltnis n

3
-l
A

IS

-]
1%
ot

(Y=

1

3.4.2. Dampfungsfrei

0=0=D=0

Die Resonanzkreisfrequenz im ungedampften Fall liegt bei wyes = wg
(Resonanzkatastrophe)

- Frequenzen aulier der Resonanzkreisfrequenz
(VE # Wres = Wo oder n # 1

Es gilt folgende Bewegungsgleichung:

x(t) = xsin(wg -t + Q) + XE COS(E - 1)

N
|1 - n?|
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Es stellt sich ein Schwingen mit veranderter Amplitude ein.
Der Verstarkungsfaktor ergibt sich zu:

V(n) = fir wg # Wres = W oder n # 1

1
11— n?|
- Bei der Resonanzkreisfrequenz

WE = Wres = W0 0der Nres = 1

Es gilt folgende Bewegungsgleichung:

Wy

x(t) = xsin(wqg - t + Qo) + >

tXgsin(wq - t)

Aufschaukler

Lineares Aufschaukeln der Amplitude bis zur Resonanzkatastrophe im Idealfall.
Der Verstarkungsfaktor ergibt sich zu:

V (Nres) = }Ii_r}’ilv(n) = Vmax — o fUr Wg = Wres = Wo 0der Nres = 1

Diskussion des Verstiarkungsfaktors:

- Verhalten an den Rindern:
1
11— n?|

limV = lim =
n—0 () n—-0 |1 —n?|

V(n) =

Die Kurve geht durch (0/1)

lirr11V(n) = lim + 00
n—»

n-1(1-n2[

Die Kurve hat eine senkrechte Asymptote (Pol ohne Vorzeichenwechsel) bei n = 1

Die Kurve nahert sich fiir sehr groRe n der n-Achse
- Steigung an den Randern:
av _2n(1-n?
dn  |1-n23

Ldv o 2n(1-n?) _
" an a0

Die Kurve beginnt im Punkt (0/1) mit einer waagrechten Tangente

A% _2n(1 —-n?
1 —_— = 1 —_—
nll’{)lo dn ng?o |1_n2|3 0

Die Kurve wird fiir sehr groRe n waagrecht
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Abhangigkeit des Verstarkungsfaktors V (n) vom Kreisfrequenzverhiltnis n

+V(n)

- N
1
Die Phasenverschiebung ¢ ergibt sich zu:

- Frequenzen kleiner der Resonanzkreisfrequenz
O<wg<wpoder0<n<l1
¢=0

- Frequenzen grofRer der Resonanzkreisfrequenz
Wg > wo oder n > 1
p=m

- Bei der Resonanzkreisfrequenz
wWg = wp odern =1

T
=2

Abhidngigkeit der Phasenverschiebung ¢ () vom Kreisfrequenzverhaltnis n
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1=

- N

1

3.4.3. Mittlere Leistung bei einer erzwungenen harmonischen Schwingung

Die Energie, die im stationdren Zustand (nach Abklingen des Einschwingvorgangs) auf
ein schwingungsfdhiges System durch eine Zwangskraft tibertragen wird, berechnet sich
wie folgt:

dw(t) = Fe(t)dx = Fe(t) - Xsratr(t)dt
Wie in den vorigen Kapiteln erdrtert wurde, ist:
Fe(t) = Fgcos(wg - t)
V@ —n?Z+ (2Dn)?
XE
VA —n??Z+ (2Dn)?

Xstat (£) cos(wg -t — @)

Xstar(£) = —wE sin(weg - t — ¢)

Hierbei ist /(1-n2)2+(2Dn)?

zwischen Erreger und System.

die Amplitudenfunktion und ¢ ist die Phasenverschiebung

Mit einigen trigonometrischen Umformungen erhdlt man

tan ¢ 2Dn

Die momentane, zeitabhdngige Leistung ist definiert als

aw
P(t) = E = Fe(t) - Xstar (1)

XE
VA =n?)2 + (2Dn)?

P(t) = Fgcos(wg - t) - [—wE sin(wg - t — d))}

FrweXe

P(t) = —
) VA = n?)2 + (2Dn)

> sin(wg -t — ¢) - cos(weg - t)
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Weitere trigonometrische Umformungen ergeben

1 1
sinx - cosy = > sin(x — y) + > sin(x + ) und sin(x — y) = sinx cosy — cos x siny

Angewandt

sin(wg -t — ¢) - cos(wg - t) = ésin(—d)) + ; Sin(2wg -t — ¢p) = —;sinqb + ;sin(2wE -t -
somit

1 . 1 . 1 .

Esm(ZwE t—¢) = Ecoscb -sin(2weg - t) — Esmd) - coS(2wg - t)
Es folgt

P(t) = -

Frots 1 o5 sinczawos ) - L g
JA-n22+ (2Dn)? 2cosqb sin(2weg - t) 2sm<l> cos(2wg - t) 2sm¢

Gemittelt Uiber eine Periode verschwinden die zeitabhangigen trigonometrischen Funk-
tionen

cos(2wg - t) und sin(2wg - t)
Ubrig bleibt als mittlere Leistung P:
l FA'E(UE)%E
2/(1-n%2+ (2Dn
Wird die bekannte Beziehung fiir den Phasenwinkel eingesetzt

2Dn
V@' =n?)?+(2Dn)?
das Kreisfrequenzverhaltnis umgeschrieben

p—

E sin ¢

sing =

WE = NWo
die Amplitude der Erregerschwingung tiber das Hookesche Gesetz umgeschrieben

. F
XE=*]5
Cc

und der bekannte Zusammenhang zwischen Federkonstante, Masse und Eigenkreisfre-
quenz einer freien Schwingung eingesetzt

c = mwj
so ergibt sich letztlich die Abhangigkeit der mittleren Leistung zu:
Fg Dn?
mwo (1 -n?)?2+ (2Dn)?
Ableiten der mittleren Leistung nach n liefert:
P F? 2Dn(1 — n*)
dn ~ mwy  ((1-n?)?+ (2Dn)?)?
Mit n > 0 erhdlt man die Extremstellen (Maxima und Minima):
ap

din =0= ZDTI(I - rl4) =0= (771 =0), NresE = 1, (fla =-1)

P(n) =
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- Die aufgenommene Leistung zeigt ein Maximum (auf die hinreichende Bedingung
o

g—n@ < 0 sei hier verzichtet) - unabhdngig von der Dampfung D bei Nresg = 1,

also wg = wyq - bei sogenannter Energieresonanz. Mit anderen Worten wird bei

wg = wy die meiste Energie tibertragen.
Die aufgenommene mittlere Leistung Py.s g bei Energieresonanz, alsobein = Nyest =
1, ist maximal und hangt wie folgt vom Dampfungsgrad D ab:

B
mawg 4D

:Pmax

Pres,E = P(f] = NresE = 1) =

- Mochte man jedoch die aufgenommene mittlere Leistung bei Amplitudenresonanz,
also bei

I = Nres,A = V1 -2D%2 <1

berechnen, so ist die libertragene Energie etwas geringer und hingt folgender-
maRen vom Dampfungsgrad D ab:

- " — F? 1 1-2D%* 1-2D? . _
Pres,AZP(nznres,Az 1_2D2)=m72)0'5' 1 _ D2 = 1 _ D2 'PmaXSPmax

Abhingigkeit der mittleren Leistung P (n) vom Kreisfrequenzverhiltnis n

+P(n)

P max

- N

1
Die Abhdngigkeit der aufgenommenen mittleren Resonanzleistung vom Dampfungs-
grad

- Je groRer die Dampfung D ist, umso tiefer liegt das Maximum bei Resonanz.

Im Grenzfall sehr grofer Dadmpfung D — +o geht die mittlere Leistung bei En-
ergieresonanz und bei Amplitudenresonanz gegen Null.

Es gilt:
. _ F? 1
Dlll;lr’loo Pres = Dlil}:loo (mwo . 41)) =0

. _ E? 1 1-2D?
i Pres = im (mwo 4D 1-D2 ) =0
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- Bei (sehr) schwacher Dampfung D — 0 ist jedoch Nresa = V1 —2D? = Nresg = 1
und somit liegen Amplitudenresonanz und Energieresonanz bei derselben Kreis-
frequenz wy.

Ist das System ganzlich dampfungsfrei (Idealfall), so entartet das Maximum zu
einem Pol (senkrechte Asymptote) und die mittlere Leistung wiirde bei Resonanz
unendlich grolt werden.

Dies ware wieder die Resonanzkatastrophe.
Es gilt:

lim Pres g = lim F 1 + 00
p=0 "7 5o \mw, 4D

3.5. Mathematisches Pendel

Beim Pendel fiir kleine Auslenkungen: sinp ~ @

[: Lange des Pendels (Abstand Aufhdngepunkt - Schwerpunkt)
g: Fallbeschleunigung
m: Schwingende Masse
@: Auslenkungswinkel

Es gilt fur die Periodendauer: Ty = 217\/5 = wo =+/9

Es gelten folgende Bewegungsgleichungen mit linearer Naherung fiir eine Schwingung:

@(t) = @sin(wo - t + Po)
w(t) = @(t) = Qwocos(wg -t + Po)
—
x(t) = w(t) = @(t) = —Pw§ sin(wg - t + o)
%:_J

Der Nullphasenwinkel ¢y und die Amplitude @ sind eindeutig von den Anfangsbedin-
gungen @ (0), @ (0) abhangig.

Spezielle Anséatze:
- Startet der Korper vom rechten Umkehrpunkt:
@P0)=+@ A@(0) =0= @(t) =+ cos(wy - t)
- Startet der Korper vom linken Umkehrpunkt:
@0)=-pA@0)=0= @) = -@cos(wg - 1)
- Startet der Korper aus der Gleichgewichtslage mit nach rechts:
@0)=0A@0) =+w = @(t) = Psin(wy - t)

- Startet der Korper aus der Gleichgewichtslage mit nach links:

@P0)=0A@0) =-w = @(t) =-@sin(wg - t)
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3.6. Physikalisches Pendel

Beim Pendel fir kleine Auslenkungen: sinp ~ @

s: Abstand Aufhiangepunkt - Gesamtschwerpunkt
g: Fallbeschleunigung
Ja: Tragheitsmoment bezogen auf den Aufhingepunkt
m: Schwingende Masse
To: Periodendauer
@: Auslenkungswinkel

Ja
mgs

mgs
JA

Es gelten folgende Bewegungsgleichungen mit linearer Naherung fiir eine Schwingung:

Es gilt fiir die Periodendauer: Ty = 271 = Wo =

@ (t) = @sin(wg - t + o)
w(t) = @(t) = pwocos(wy -t + o)
b\f_l
w
x(t) = w(t) = @(t) = —Pwjsin(wy - t + @)
hﬁr_/
64

Der Nullphasenwinkel ¢y und die Amplitude @ sind eindeutig von den Anfangsbedin-
gungen @ (0), @ (0) abhangig.
Spezielle Ansatze: Siehe Mathematisches Pendel

3.7. Freie harmonische Drehschwingungen

c*: WinkelrichtgroRe (Direktionsmoment oder Drehfederkonstante)

Die WinkelrichtgroRe ist das Verhdltnis des wirksamen Drehmoments zum Drehwinkel:
AM

c* = Ap

J: Tragheitsmoment beziiglich der Drehachse

@: Auslenkungswinkel

Es gilt fur die Periodendauer: Ty = 21T Ci* = Wo = %

Es gilt folgende Bewegungsdifferentialgleichung fiir eine freie harmonische Drehschwingung:

Jo) +c*pt) =0
Losung ist analog zur freien harmonischen Schwingung.

Zwei konjugiert komplexe rein imagindre Losungen des charakteristischen Polynoms:
Al 2 = iiwo

Es gelten folgende Bewegungsgleichungen:

@(t) = @sin(wo - t + Po)
w(t) = @(t) = Pwoycos(wg -t + Po)
hf—J
w
a(t) = w(t) = @(t) = —Pwjsin(wy - t + @o)
;\r—/
64

Der Nullphasenwinkel ¢y und die Amplitude @ sind eindeutig von den Anfangsbedin-
gungen @ (0), @ (0) abhangig.
Spezielle Anséatze: Siehe Mathematisches Pendel
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3.8. Freie gedampfte harmonische Drehschwingungen

c*: Winkelrichtgrofe (Direktionsmoment oder Drehfederkonstante)

Die WinkelrichtgoRRe ist das Verhiltnis des wirksamen Drehmoments zum Drehwinkel:
c* = %

Tragheitsmoment beziiglich der Drehachse

Abstand der Reibungskraftwirkung zur Drehachse

Reibungskonstante

Auslenkungswinkel

SREnk

Eine Schwingung, bei der noch zusatzlich zum Direktionsmoment c* eine zur Geschwindigkeit
proportionale Reibungskraft Fr = —Rv im Abstand L zur Drehachse (mit R: Reibungskon-
stante) auftritt. Diese wirke immer der Geschwindigkeit entgegen, deshalb das Minusze-
ichen.

Es gilt folgende Bewegungsdifferentialgleichung fiir eine geddampfte harmonische Drehschwingung
Jo(t) + RL*@(t) + c*@(t) = 0

Die Losungen sind analog zur gedampften harmonischen Schwingung, mit:

R L2 *
5= o7 und w3 = CJ, somit wird wgeq = \/w§ — 52
4. Beispiele fiir gekoppelte harmonische Schwingungen
4.1. Gekoppelte Schwingungen zweier Massen ohne Schwerkrafteinflufy

Hierbei handelt es sich um ein Zweikorperproblem mit zwei Massen m, m,, die an zwei
Federn mit den Federkonstanten c;, ¢, gekoppelt sind.

C1 (65)

m AN ms
x1(t) x2(t)

Freischneiden:
mix mo Xy
Fe, = c1x;
— = Fe, . | e Fe, = c2(x2 — x1)
Fe, Fe,

Das dynamische Kraftegleichgewicht liefert:

m]_x]_ +FC1 _FCZ :O
m2x2+FCZ =0
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Die Differentialgleichungen sehen folgendermalen aus:
mixi; +c1x1 —c2(x2 —x1) =0 mix; + (c1 +c2)x1 — x> =0
MpX2 + C2(X2 — x1) =0 MpX2 — CoX1 + C2X2 =0

Wir fiithren ein:
Den Vektor Die Massenmatrix Die Steifigkeitsmatrix

. x1(t) m; O C1+C —Co
so=(30 ) m= (5 m) e ()

Somit erhalten wir fir die beiden Differentialgleichungen folgendes homogenes lineares
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung;:

MX(t) +cX(t) =0

Folgender Ansatz fiihrt zum Ziel:

Bedingung fiir nicht-triviale Losung:
Die Determinante der Koeffizientenmatrix A muss verschwinden.

detA =0
Ausgeschrieben ergibt dies folgende quadratische Gleichung in w?:
mymo(w?)? — (Mo + Ma(cy + €2))w? + c1¢o =0
Der Einfachheit halber wiahlen wir nun m; = my =mund c; = ¢, = ¢
Hiermit erhalten wir folgende Koeffizientenmatrix A:

_ 2 _
A=<2C mw c 2)
—c C—mw

Die quadratische Gleichung in w? vereinfacht sich zu:

3+fc

m?(w?)? - 3mcw? + ¢ = 0ws , =

e [ o

3+\f c

Der Eigenvektor U; zu w? =

2c — mw? —C GG L 1-/5 =2 —_—
2 V1 =0 =C 9 _1_\/§ V1 =

.. ergibt sich aus der Gleichung:

_, 2 ~ 2>0 :
Ul:(l—\/?>:>v1:<l—ﬁ<0) gegenphasig
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&’

3—+5

Der Eigenvektor U, zu w3 = ergibt sich aus der Gleichung:

GG L 1++/5 -2 L
vemiesel 2 —14ys )27

<
m

" ‘

( 2¢ — mw3 —c 5

—c c — mws

Up = 2 = Up = 2>0 gleichphasig
1++5 1+/5>0

Hiermit ergibt sich die Losung:
X(t) = Ajvicos(w; -t + @)+ AxUpcos(wr -t + @2)

(1) = A1< 1_2\/§>Cos[<\/3+27ﬁ\/§).t+(p1]
(4 )eos[(VE) ]

Die vier Konstanten A, A», @1, @2 ergeben sich aus den Anfangsbedingungen der bei-
den Korper:

X(0) = X, X(0) = vy

4.2. Gekoppelte Schwingungen zweier Massen mit Schwerkrafteinfluf

Hierbei handelt es sich um ein Zweikorperproblem mit zwei gleichen Massen m, die an
zwei Federn mit den Federkonstanten ¢ und den Ruheldngen [, im Schwerefeld gekop-
pelt sind.

Freischneiden:
x1 (1) c Fi, «.mx;
m m
() < c rm Fi=cx - o)
2 Foyr amxo F> = c(x> — x1 - lp)
X m m
mg

Das dynamische Kraftegleichgewicht liefert:

mxi +F1—F2—mg=0
mx; +F,—mg =0

Die Differentialgleichungen sehen folgendermalen aus:

mx; +c(xy—1lp) —c(x2—x1-1l) —mg=0 mx; + 2cx; — cx; =mg
mxs +c(x2 —x1—lp) —mg =0 mx, —CX1 +cx2 =mg + cly

Wir fiithren ein:
Den Vektor Die Massenmatrix Steifigkeitsmatrix Die Inhomogenitat

o [ x1(t) [ m O [ 2¢ -c L mg
x(t)_<X2(t)) M_(O m) C_(—c c) a_<mg+clo>
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Somit erhalten wir fiir die beiden Differentialgleichungen folgendes inhomogenes lin-
eares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung:

Mx(t) +cx(t) =a

Folgender Ansatz fiihrt zur Losung des zugehorigen homogenen linearen Differential-
gleichungssystems:

Ehom(t) = feiwt
fhom(t) = _wZX:eiwt
Eingesetzt liefert das:

(—w? - M+c)x=0
A

Bedingung fiir nicht-triviale Losung:
Die Determinante der Koeffizientenmatrix A mul verschwinden.

detA =0

Hiermit erhalten wir folgende Koeffizientenmatrix A:

_ 2 _
A:<2c mw c 2)
—c c—mw

Die quadratische Gleichung in w? lautet:

3+ﬁ

m?(w?)? - 3mcw? + ¢ = w3, =

e

3+f c

Cc
m

Der Eigenvektor U; zu w7 = - ergibt sich aus der Gleichung:

2c — mw? —C GGt 1-/5 =2 ——
—c c-mw? | V17 2€ 2 —1-.5 VT

_, 2 2>0 :
U] = ( 1_ ) => U = ( _/5<0 ) gegenphasig
i

Der Eigenvektor U, zu w3 = - ergibt sich aus der Gleichung:
2c — mw3 —c e L 1+/5 =2 S
—c c-mw? | V27 2€ 2 —1+45 V27

L2 . ([ 2>0 leichnhasi
Vo= 41,5 |>V2=| 1, 55 ) sleichphasig

Hiermit ergibt sich die homogene Losung:

© Jurgen Gilg 2008 52



Xhom(t) = Ajvicos(wy -t + @1) + AxUscos(ws -t + @2)

Xhom(t) = Ay ( 1 _2\@ ) oS [(W\/z) -t +Q91]
+A2< 1+2\/§)COS[(\/3_2T\/§)-t+(p2]

Die vier Konstanten A;, A,, @1, @2 ergeben sich aus den Anfangsbedingungen der bei-
den Korper:

X(0) = Xo, X(0) = Vo

Fur die spezielle Losung macht man den Ansatz:

— a
Xspez = ( b )
~ 0
Xspez = ( 0 )

Eingesetzt in das inhomogene lineare Differentialgleichungssystem folgt:

Qfspez =d

fspez = Q_ld

1 1

1 2

:fspezz ( 3211171Cj+l0 )
— + 210

Die spezielle Losung entspricht der statischen Auslenkung der Massen. Die Losung
beschreibt die Schwingung um diese statische Gleichgewichtslage.

. 71_1
Mltg —C<

Die Gesamtlosung ist also:
f(t) = fhom(t) + fspez

X(t) = A1< 1_2\/§>COS[<\/3+27\/§\/§) -t+cp1]
+A2( 1 +2ﬁ ) COS[<\/3_7§\/§> '”‘pz] * ( ;"ng:zlloo )

Die vier Konstanten A, A», @1, @» ergeben sich aus den Anfangsbedingungen der bei-
den Korper:

x(0) = xo, Xx(0) = vy
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4.3. Mathematisches Pendel gekoppelt mit horizontalem Schwinger
X

AN

Eine Masse M ist an einer Feder mit der Federkonstanten c festgemacht und so gefiihrt,
dass sie horizontale Translationsschwingungen ausfiihren kann. Sie ist gelenkig mit
einem masselosen starren Stab der Lange L verbunden, an dessen Ende eine kleine punk-
tformige Masse m befestigt ist.

Die Koordinate x beschreibt die horizontale Auslenkung der Masse M und der Winkel @

die Auslenkung des Stabes aus der Gleichgewichtslage, die als klein angenommen wird.
M+m

Die Pendelldnge L sei festgelegt durch L = = —g

Freischneiden:
M x A
CcX Fq,
Q
l"’
Mg
Fs mx
Q
va ymyg

Die vertikalen Krafte werden alle durch die Unterlage kompensiert.
Fir die Masse M giltin horizontaler Richtung folgendes dynamisches Kraftegleichgewicht:

[1] Mx +cx — Fsssing =0

Fiir die Masse m giltin horizontaler Richtung folgendes dynamisches Kraftegleichgewicht:
[2] mx+J£pcoscp+F5tsincp=0
[1] + [2] liefert:

[3] (M+m)x+cx+JIipcosq9=O
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Fir die Masse m gilt folgendes dynamisches Momentengleichgewicht um den Dreh-
punkt A:

(4] mxLcos@ + Jp + mgLsing =0

Fir kleine Auslenkungen folgt sinp — @ und cos@ — 1
Fiir eine punktférmige Masse m folgt J = mL?
Dies in [3] und [4] eingesetzt liefert:

[3a] M+m)x+cx+mLp =0
[4a] mxL +mL?p + mgLe =0

Division von [4a] mit L liefert:
[4b] mx + mLp + mgp =0

Entkoppeln von x und @
[3a] — [4b] liefert:

[5] Mx +cx -—mgp =0

Mrmigph] — [3a] liefert:

m

MLp —cx+(m+M)gp =0

Division mit L liefert:

L L
M+m
[

Einsetzen der Beziehung fir L =
ichungssystem:

g in [5] und [6] liefert fir das Differentialgle-

Mx +cx -mgp =0
2

Mp-————x+ =

¥ (m+M)gX cp =0

Wir fiihren ein:
Den Vektor Die Massenmatrix Die Steifigkeitsmatrix

Lo x(®) (M 0 - c  -mg
-G ) (T ) e (n, )

Somit erhalten wir fiir die beiden Differentialgleichungen folgendes homogenes lineares
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung:

MX(t) +cX(t) =0
Folgender Ansatz fiihrt zum Ziel:

X(t) = xel®wt

X(t) = iwxei®t

X(t) = —w?xe'®t
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Eingesetzt liefert das:

—

(—w?-M+¢c)X=0
A

Bedingung fir nicht-triviale Losung:
Die Determinante der Koeffizientenmatrix A mul verschwinden.

detA =0

Ausgeschrieben ergibt dies folgende quadratische Gleichung in w?:

M2<w2)2—2cMw2+c2(1— m ):o

m+M
, 2cM + \/4c2M2 — 4c2M? (1 - m’fM) ) 2cM + /462M2mTM
kA 2M2 - VE
, 2cMx2cM mTM_ - mo\ ¢
@12 = 2M?2 U VM) M

Somit gilt fiir die Eigenkreisfrequenzen
= (1)
' m+M/) M
wr = (1)
o m+M) M

. - 2 . . . .
Der Eigenvektor 7] zu wi = <1 + m’fM) 37 ergibt sich aus der Gleichung:
c-Mw?: -mg L n mng L.
<— g2 JUr=0e e YT G Jihi =0
(m+M)g 1 (m+M)g \ m+M

Uy = ( - ) = U = ( o >0 ) gegenphasig

m+M

) 37 ergibt sich aus der Gleichung:

m mg
m+M c 172 =0

Der Eigenvektor U, zu w3 = (1 — /-

c _ m
(m+M)g m+M

Q
~— —
<
N
Il
(]}
|
o
/
|

(C—M(U% -m

__c c—-Mws3
(m+M)g 2

g LU
ﬁgz( S >:>172=( “a >0> gleichphasig

m+M

4.4. Gekoppelte Pendel

Hierbei handelt es sich um ein Zweikorperproblem mit zwei gleichen als punktformig
anzunehmende Pendelmassen m jeweils im Abstand L von den Drehpunkten, die durch
eine Feder mit den Federkonstante ¢ im Abstand a von den Drehpunkten gekoppelt sind.
Die Auslenkungen @, und @ seien als klein angenommen.
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Freischneiden:

F, =ca(sin@p; — sin@»)

Das dynamische Momentengleichgewicht liefert (Fs bewirkt kein Moment - die Wirkungslin-
ie geht durch den Drehpunkt):

Jp1 +mgLsing, + Fracos@; =0
Jp2 + mgLsinp, — Flacos @, =0

Kleine Auslenkungen bedingen sin ; — @; und cos @; — 1 fiir i = 1, 2 und punktfor-
mige Massen bedingen J = mL?

Die Differentialgleichungen sehen folgendermalen aus:

Jp1 + mgLsin@; + ca®(sin@; — sin») cos ; = 0 mL?@; + mgLp, + ca’® — ca’@; -
J@o + mgLsin @, — ca’(sin@; — sin@y) cos s = 0 mL2@, + mgLe, — ca’@; + ca’@; -

Dies liefert endgtiltig:

2 2
m(ler(ngrca)(pl_ca @2=0

L L2 L2
me; — ca”—2 Ty (LR ca—2 =0
Wir fiihren ein:
Den Vektor Die Massenmatrix Steifigkeitsmatrix
2 2
gy - (DD} o (MmO (e e
(P2(t) T 0 m = —C% % + C%

Somit erhalten wir fiir die beiden Differentialgleichungen folgendes homogenes lineares
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung;:

M@ (L) +cP(t) =0
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Folgender Ansatz fiihrt zur Losung des zugehorigen homogenen linearen Differential-
gleichungssystems:

Eingesetzt liefert das:

—

(—w? -M+g)l<f9 =0
A

Bedingung fiir nicht-triviale Losung:
Die Determinante der Koeffizientenmatrix A mul verschwinden.

detA =0
Hiermit erhalten wir folgende Koeffizientenmatrix A:
Mgy mw? —c%
A = L 2 L L2
= _a mg . .as _ 2
CTz [t Cz —mw

Die quadratische Gleichung in w? lautet:

O E LTI T mI2

g g
w%zzjwlz f
Wi=9 4128 L, = 9,69
27T 12 2 L “ml2

mg a’ _mg . 2 1 -1 - .
—c% T —

L2 CL A
U1 = ( ) ( i 8 ) gleichphasig
Der Eigenvektor U, zu w3 = 4 + 2%“—2 ergibt sich aus der Gleichung:
("zg+c”[22—"’ég—2c”£7§2 Z—C%E 2) e az(—l —1)17
—c% P94l -9 —2c%; ‘-1 1

_, 1 . 1>0 .
va=| _q |=0=| _y.p gegenphasig
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4.5. Gekoppelte Zwangsschwingungen bei harmonischer Erregung

Fl(t) FZ(t)

C1 (65)

m AN me
Xl(t) XZ(t)

Freischneiden:
mix Fl(t)n’lzX;
F>(t)
mi mp "
Fe, F., F., Fe, = c1xh

Fe, = c2(x2 — x1)

Das dynamische Kraftegleichgewicht liefert:

mixy +FC1 _FC2 =F1(t)
mox; + Fe, = F>(t)

Die Differentialgleichungen sehen folgendermalen aus:

mixy + C1xX1 — C2(x2 — x1) — F1(t) =0 mixy + (€1 + c2)x1 — cax2 = Fi (1)
MpXo + C2(x2 — x1) — F2(t) =0 MoXo — C2X1 + C2X2 = Fa(t)

Wir fiithren ein:
Den Vektor Die Massenmatrix Die Steifigkeitsmatrix Den Erregervektor

— _ Xl(t) _ ma 0 _ Ci1 +C» —C» = _ Fl(t)

X(t)_<xz(t)> M_( 0 mz) C_< —C2 C2 ) F(t)_<F2(t)>
Somit erhalten wir fiir die beiden Differentialgleichungen folgendes lineares Differen-
tialgleichungssystem zweiter Ordnung:

MX(t) + cX(t) = F(t)

Ohne Berticksichtung des Einschwingvorgangs wird nur die stationdre Schwingung un-
tersucht. Die Erregung sei:

a Fi(t F 5
E(t) = ( F;Et; ) = ( 13; )sin(wE - t) = Fsin(wg - t)
Die Antwort des Systems ist dann:

X(t) = ( x () ) - ( X )sin(wE - t) = X sin(wg - 1)

x2(t) X2
Diesen Ansatz in das Differentialgleichungssystem eingesetzt liefert:

[—w?z 'Mﬁ% +£3%] sin(wg - t) = Fsin(wg - t)
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oder

~
—

[-wi -M+c]X=F

Eine Beispielrechnung folgt fiir m; = mo =m,ci =co =cund F; =0
Daraus ergibt sich:
Der Vektor Die Massenmatrix Die Steifigkeitsmatrix Der Erregervektor

N _(m O [ 2¢ -c = (0
(@) ue(Bn) () (R)

Hieraus folgt ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten X; und X»

(—mwi+2c)-X1—c-X=0

—c X1+ (—mwi+c) X =F

Mit Hilfe der Cramerschen Regel folgt relativ einfach:

2 Cﬁz
1 =
(—mwi + 2¢) - (—-mws +¢) — c?
. (—mwi + 2¢)F>
X2 =

(—mwi + 2¢) - (—mws +¢) — c?
Die Resonanzfrequenzen wg, , erhélt man:
(—mw?2 +2c) - (—mwi+c)—-c?=0
m?(w32)? — 3mcwi +c* =0
» _3x/5¢c

Eio ™

2 m
3+.5 [cC 3-V5 [c
e = 2 Vm PB 7 2 \m

Wenn man sich die Auslenkung

P (-mwi +2¢)F,
* 7 (—mw? +2¢) - (—mwi +c) — 2

genau anschaut, so sieht man, dass diese bei einer bestimmten Erregerkreisfrequenz der
sogenannten Tilgerkreisfrequenz zu Null wird. Das bedeutet, dass bei dieser Tilgerkre-
isfrequenz wg, die rechte Masse permanent ruht.

Diese Tilgerkreisfrequenz ist:
X2=0
_ (—mwi + 2¢)F>
(—mws + 2¢) - (-mwi +c¢) — 2
0= (—mwi, +2c)F

2c
WEr = E
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Schaubilder der Betrdage der Auslenkungen |X;| und | X, | tiber der Erregerkreisfrequenz
WE.

(E,; WE,

A

f
WE,; WEr WE,

5. Ersatzfederkonstanten

5.1. Langsfedern

Es handelt sich hierbei um Stdbe, die evtl. einen veranderlichen Querschnitt A(x) tiber
die Lange L des Stabes besitzen und Langsschwingungen (in x-Richtung) ausfiihren.
E [%] bezeichnetet den Elastizitatsmodul. Solchen Staben kann man ebenfalls eine Fed-

erkonstante zuschreiben. Man bezeichnet sie mit ¢y [%], um anzudeuten, dass es sich
um Langsschwingungen - also Schwingungen in x-Richtung handelt.

- Stab mit uiber die Stabldnge L beliebig veranderlicher Querschnittsflache A(x)
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Es gilt:

E
CX =
1
0 dx
0

|~~~

X

- Stab (Seil) mit konstanter Querschnittsflache A(x) = A = const.

Anmerkung:
Bei Seilen, z. B. patentverschlossene Stahlseile ist der Elastizitatsmodul kleiner als
bei einem Stab gleichen Materials. Esiniseil = 0, 83 Estanistab

- Stab mit einer Kreisflache als Querschnitt, deren Durchmesser linear mit der Sta-
blange L von d; auf d, abnimmt.

di d>
L

Es gilt fir die lineare Abnahme des Durchmessers d(x)

d>—d
dx) =dy — "My & Ax) = Ld(x)?
L 4
folgt
o E B wE _ TwE _ mEdd;
X—f 1d_4f ! d_4[ | ]L—4L
x=0 %d(x)z X o (d2_d22d1 X)Z X (dz—d1)-(dz—d22d1X) =0

- Stab mit einem Rechteck als Querschnitt, dessen Hohe linear mit der Stabldange L
von h; auf h», abnimmt und die konstante Breite b besitzt.

h, ho
L

Es gilt fir die lineare Abnahme des Durchmessers h(x)

hy — hy
X

h(X)th— I

= A(x) =bh(x)
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folgt

o E ~ bE ~ bE _ DE(h; — hy)
XL L a L h2—h L .k
J mica dx |G 4X [tz - Inthe = BP0 | E
X= X=

5.2. Biegefedern

Es handelt sich hierbei um Stdabe mit konstanter Biegesteifigkeit {iber die Lange L des
Stabes und Querschwingungen (in y-Richtung) ausfithren. E [%] bezeichnetet den Elas-
tizitaitsmodul, I [m*] das axiale Flichenmoment zweiter Ordnung der Querschnitts-
flache. Solchen Staben kann man ebenfalls eine Federkonstante zuschreiben. Man beze-
ichnet sie mit ¢y [% ], um anzudeuten, dass es sich um Querschwingungen - also Schwingun-
gen in y-Richtung handelt.

- Einseitig eingespannter Stab

3EI
=T

- Beidseitig frei aufliegender Stab
L
~ L; L

v Y
3EIL
RN

- Beidseitig eingespannter Stab

L
Ly "y L
o 3EIL®
T

- Stab mit Einspannung und frei drehbarem Lager
L
re———— Ll > L2 >

paN

v Y
o _ AEIL?
YA+ g
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- Stab mit starrer und vertikal verschiebbarer Einspannung
L >

W\ 7/

12E1

- Statisch bestimmt gelagerter Stab mit Kragarm

L b -
v Y
. 3E
¥ b2(L+Db)
- Statisch unbestimmt gelagerter Stab mit Kragarm
L b -
v Y
o L2EI
¥ b2(4b + 3L)

5.3. Drehfedern

Es handelt sich hierbei um Stdbe, die einen bestimmten Querschnitt besitzen. G [%]
bezeichnetet den Schubmodul. Solchen Stiben kann man ebenfalls eine Winkelricht-
grole (Drehfederkonstante) zuschreiben. Man bezeichnet sie mit cq [Nm], um anzudeuten,
dass es sich um Drehschwingungen - also um Torsions-Schwingungen handelt.

- Drehstab mit Kreisquerschnitt

o Grd*
YY)

- Drehstab mit Kreisringquerschnitt
Grr(di — d)
Cp=——"o""""
32L
- Drehstab mit Rechteckquerschnitt
Mith <b

Gbh3
L

Cp =Y

mit ¢ = 1(1-0,63% +0,05212)
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5.4. Einige wichtige Massentragheitsmomente

Korperart Lage der Drehachse Tragheitsmoment
Kreisring (diinn) durch Mittelpunkt L zur Ringebene | Js = mr?
Hohlzylinder (diinnwandig) | Langsachse Js = mr?
Vollzylinder Liangsachse Js = 312
Hohlzylinder (dickwandig) | Langsachse Js = F(ri +73)
Kreisscheibe 1 zur Ebene durch Mittelpunkt Js = 5r?
Kreisscheibe Durchmesser Js = Gr?

Kugel durch Mittelpunkt Js = ZT’"VZ
Hohlkugel (diinnwandig) durch Mittelpunkt Js = 2Tm1,2

Stab mit Linge L (diinn) 1 zur Stabmitte Js = 15L°

Die Angabe eines Tragheitsmoments ohne die Lage der Drehachse macht keinen Sinn.

5.4.1. Steinerscher Satz fiir Massentragheitsmomente

Parallele Achsen:

Eine parallele Verlagerung einer Schwerpunktsdrehachse um s fithrt zu einer VergroRerung
des Tragheitsmomentes.

Steinerscher Satz:

Ja = Js + ms?

5.5. Einige wichtige axiale (dquatoriale) Flichentragheitsmomente

Das axiale Flachentragheitsmoment I durch den Schwerpunkt ist definiert als Iy =
[ v?dA oder I, = [x?dA, dabei muss eine Bezugsachse gegeben sein, auf die sich
das axiale Flachentragheitsmoment bezieht. Das axiale Flachentragheitsmoment andert
sich nicht, wenn beliebige Teile von A parallel zur Achse verschoben werden.

- Rechteck
+y
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h
I=Jy2dA= f ybhdy = 2]}
X == 3 y=—%
=bdy y=—%
1
I, = —bh?
12bh
und
b
2
I, = | x> dA = xzhdx—h[xﬂ%
Yo S 3 x=-t
=hdx X:7%
_ Ly
= 12hb

Quadrat (Spezialfall eines Rechtecks) fiir b = h = a

1
=1, = 124

- Gleichschenkliges Dreieck
ty

2
sh

LA

Der Schwerpunkt S im Dreieck teilt die Seitenhalbierende h im Verhaltnis 2:1.
Bestimmung der Geradengleichung durch die Punkte (—%b/ - %h) und (0/ %h)

x 1
y—Zh(E-Fg)

Ausnutzen der Symmetrie zur y-Achse
0 2h(5+3)

&:JZ dA = J
AI_J
dx

0
yidydx =2 J [;jﬁ] . dx
3

%

2 1 1>_ 1

© Jurgen Gilg 2008 66



und

0 2h(¥+3) 0
_ | 42 _ 2 _ 212h(5+7)

Iy—Jx @ =2 J J x“dydx =2 J [yvx ]y:_%

=dxdy  x—-b y--b x=-3

; 2 ; 2
Iy = 2h J ((; + 1)x2> dx =2h J (bx3 + x2> dx

-t -t

1 a4 13]0 _ (_13 13>13

I 2h[2bx #3300 =2 gt b = gght

- RegelmiaRiges Sechseck
ty

LN
\/

7
Bestimmung der Geraden durch die Punkte (—7/0) und (—%r /?r)
Yy =3(x +7)
Ausnutzen der Symmetrie zur x- und y-Achse
-7 J3(x+7) 0 V3
Ixzjy2 @ =4 J J y2dydx + J Jyzdydx
=dxdy x=-r y=0 x:,% y=0
i 1 V3(x+7) 0 1 7V3
I, =4 J [y3] dx + J [y3] dx
3 v=0 3 =0
X=—r Xﬁ_%

_r
2

0
I, =4 J V3(x +r)3dx + J 1\/§r3dx

X=—v __r
X==7

IX=4\/§([411(x+r)4]_; +[;r3x]0 >:156 3yt
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und

NN

0
I, =4 J V3(x +7r)x?dx + J g\/§x2dx

X=—7 xX=

1 ~3 r 31° 5
_4 r 3] _ S a4
I f([ x4 orx ]x:—r+[6x x=—;> 53

- Kreis

N

Einfiihren von Polarkoordinaten
(r Abstand zum Ursprung, ¢ Winkel mit der positiven x-Achse)

X =7 COSQ
Yy =rsing
dA =rdrdo

Folgende Integrale treten auf:
Jsin2 pdp = ;(p - isin(Zqo)
” 1 1 .
cos“pdp = E(p + 1 sin(2)
Ausnutzen der Symmetrie zur x- und y-Achse

v v

Ix=Jy2 aa =4 I J r2sin@ -rdrde | =4 J J r3sin® p drde
=rdrdp r=0p=0 =0 =0
v 5 T
3 .2 1 4 r 1 1 . 2
Iy, =4 rodr - sin“pdep | =4|]|-7 | =@ — —sin(2p)
4 ly—0 L2 4 =0
r=0 @=0
T

I = 21’4
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und

]

s
T 2

v 2
Iyzsz aa =4 J Jrzcosch-rdrdcp =4 J Jr%oschdrdcp
0

=rdrde r=0@ r=0@=0

NE

r 7
1 r 1 1 ;
I, =4 J r3dr - J cos’pde | =4 [1/4] : [(p + = sin(2(p)]
0 0 4 r=0 2 4 @=0
r= Q=

- Doppel-T-Trager und Varianten
ty

|m\w

bh—

b h b, B H
22 2t2 2
IX:Jy2 A =4 ( Jyzdydx+ y>dydx
=dxdy x=0 =0 x=b =0
b 1 -% b B 1 %
_ 2 | 153 2t2 | 24,3
Ix—4([x]xo [3)/ _y:0+[x]ng [33/ ]yo)
_ BH® + bh?
e 12
+y
2
H b
S
< B -
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Ausnutzen der Symmetrie zur x- und y-Achse

-t 4 :

IX—J)’Z dA =4 Jyzdydx+ J yidydx
=dxdy X=0 ¥=0 x=B_b,_h
-5 1 3_% H LN :

Iy =4 5l + |3

X [x]xfo [Sy 1y-o0 [X]X:g*% [Sy y:%

[ _ BH’ - bh’

X 12

5.5.1. Steinerscher Satz fiir Flichentragheitsmomente

Ist das Flachentragheitsmoment I fiir die Schwerpunktsachse S bekannt, so wird das
Flachentragheitsmoment bezogen auf eine zu S parallele Achse a im Abstand e zu S
mit I, bezeichnet.

Es gilt:

I, =1+¢e%A
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