romungslehre

Zusammenfassung

> Grundgrofen in der Stromungslehre
> Hydrostatik
> Hydrodynamik

Anregungen sowie Korrekturhinweise sind herzlich willkommen.
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1. Stromungslehre

Unter einer Stromung versteht man die Bewegung von Fliissigkeiten oder Gasen. Die
Gesetze stromender Fliissigkeiten gelten auch fiir stromende Gase, solange die Stro-
mungsgeschwindigkeit unter der Schallgeschwindigkeit bleibt, d. h. die stromenden
Gase als praktisch inkompressibel angesehen werden konnen. Ursache von Stromungen
sind u. a. Schwerkraft und Druckdifferenzen.

Jedes Teilchen einer Stromung hat in jedem Augenblick eine in Betrag und Richtung
bestimmte Geschwindigkeit. Den Raum, den die stromenden Teilchen erfiillen, bezeich-
net man als Stromungsfeld. Zur Kennzeichnung der Geschwindigkeitsrichtungen der
Teilchen verwendet man Stromlinien. Die in einen Punkt der Stromlinie gelegte Tan-
gente gibt die Stromungsrichtung in diesem Punkt an. Die Verhaltnisse sind besonders
ubersichtlich, wenn die Bahnen der Teilchen mit den Stromlinien iibereinstimmen. Das
ist der Fall, wenn die Stromlinien fiir eine langere Zeit ihre Form behalten, die Stromung
heilt dann stationadr.

1.1. Einige wichtige GroRen

1.1.1. Druck
Der Druck ist definiert als Verhaltnis von Kraft pro Flache.

_F
P=2

Seine SI-Basiseinheit ist Pascal: 1 [Pa] =1 [nljz]

Andere gebrauchliche Einheiten:

1 [bar] = 10° [Pa] = 1000 [hPa]
1 [atm] = 0,981 [bar] = 736 [Torr] = 736 [mmHg]

1.1.2. Hydrostatischer Druck

p =phg

mit der Dichte p und deren Einheit [Il;%]

Hier einige Dichten von bekannten Fliissigkeiten bei Normalbedingungen:
kg
103

kg

PHg = 1,35 . 104@

1.1.3. Dynamischer Druck

p = ;pvz, mit der Dichte p und deren Einheit [1;1%;] und der Geschwindigkeit v des

stromenden Mediums.
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1.1.4. Gleichgewicht in U-Rohren

p1ghy + p1 = p2ghy + p2

2. Hydrostatik
2.1. Auftrieb

Die Auftriebskraft eines Korpers ist gleich der Gewichtskraft der verdrangten Fliissigkeit
(Gas):

Fa = prVksg = mpg

Es gilt:
Pr1: Dichte der Flissigkeit (Gas)
Vks:  Volumen des eingetauchten Korpers
myp:  Masse der vom Korper verdrangten Fliissigkeit (Gas)
Fcxs: Gewichtskraft des Korpers

Fg xo > Fa: Der Korper sinkt.
Fg, xo = Fa: Der Korper taucht vollkommen ein und schwebt.
Fg, ks < Fa: Der Korper taucht nur teilweise ein und schwimmt.

2.2. Druckkrifte auf senkrechte ebene Flachen

Mit Fies bezeichnen wir im folgenden die resultierende Kraft auf eine Wand (Flache A).
S bezeichnet den Schwerpunkt der Flache, ps den Druck am Schwerpunkt, hg die Schw-
erpunktstiefe und S’ den Druckmittelpunkt, hgs die Druckmittelpunktstiefe. a sei der
Abstand zwischen Schwerpunkt und Druckmittelpunkt und Is das Flachentragheitsmo-
ment bezogen auf den Schwerpunkt S der Flache. Die resultierende Kraft greift nicht
im Schwerpunkt S an, sondern im tiefer gelegenen Druckmittelpunkt S’.

Hier zwei Flachentragheitsmomente einfacher Flachen:
Rechteck mit Breite b, Hohe h und Flache A = bh:

A
Is = —>bh

Kreis mit Durchmesser d und Fliche A = %dz:

Is = 6147Td4

Es gilt:
Fres = pghsA = psA
hg = hISSA + hg
a=hg —hg = hISSA
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2.3. Druckkrifte auf schriage ebene Flichen

Die Flache A sei um den Winkel @ gegeniiber der Fliissigkeitsoberflache geneigt. Die
Begriffe von oben gelten.

a—I—Ssin
T A P

3. Hydrodynamik
3.1. Reibungsfreie Stromungen

Sieht man von Wirbelbildung und vor allem von innerer Reibung ab, spricht man von
einer idealen Fliissigkeit, die den GesetzmalRigkeiten von reibungsfreien Stromungen
gehorcht.

3.1.1. Durchfluff von Réhren
Ohne innere Reibung

V = Avt
oder anders:

V =Av

auch Volumenstrom oder (Durchflufmenge) genannt.

3.1.2. DurchfluRgesetz (Kontinuitatsgleichung)

Bei reibungsfreien Stromungen ist der Durchfluf (Volumenstrom) konstant.
V = Av; = Ayv, = const.

Querschnitt A und Geschwindigkeit v sind umgekehrt proportional.

3.1.3. Druck in Stromungen (Bernoulli-Gleichung)

In einer stationdren Stromung ist die Summe aus dem statischen Druck, hydrostatischen
Druck und dem dynamischen Druck konstant.

Bernoulli-Gleichung:

1 1
Pges = P1 + pghi + Epvlz =p2+pghy + E,ovz2 = const.

3.1.4. Druckmessungen in Str6mungen

Ein Rohr mit konstantem Querschnitt wird mit einer Flissigkeit der Dichte p und kon-
stanter Geschwindigkeit v horizontal durchflossen. Der Gesamtdruck ergibt sich - da
das Rohr horizontal verlauft - zu:

1
Pges = P1 +EPU12
-~ 2

Pstat
Pdyn
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hg
ha

Das Rohr A millt den statischen Druck p, der Stromung an dieser Stelle, also den statis-
chen Druck pgiar der Stromung.

Bernoulli mit Punkt 1 und Punkt 2:

1, | P
p1 + E,ov1 =po + E,ov2 mit v, = v, folgt:
p2 = p1=pgha

Das Rohr B mildt statischen Druck p3 der Stromung an dieser Staustelle, also den Gesamt-
druck pges der Stromung.

Bernoulli mit Punkt 1 und Punkt 3:

1 1
p1 + Epvl2 = p3 + Epv% mit vz = 0 folgt:

1
ps =p1+ Epvf = Pges = Pghp

Die Druckdifferenz der Fliissigkeitssaulen Ap = p3 — p> = ;pvf = pg(hg —h,) an den
Stellen 2 und 3 mift den dynamischen Druck pgyn der Stromung.

3.1.5. Ausflul aus GefalRen

Die Ausflulgeschwindigkeit hiangt nur von der Hohe der driickenden Fliissigkeitssdule
ab.

In Wirklichkeit ist die AusfluRgeschwindigkeit vor allem an scharfkantigen Ausstromoff-
nungen erheblich kleiner. Das wird mit einer dimensionslosen Ausflufzahl u bertick-
sichtigt.

UV = Uy\2gh

3.1.6. Die Venturi-Diise

Mit der Venturi-Diise bestimmt man durch Druckdifferenzmessung die Stromungsgeschwindigkeit
und die DurchfluRmenge einer Fliissigkeit (eines Gases).
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A, 1y
Ap, U2

e S

(

Die Kontinuitatsgleichung liefert:
A1U1 = A2U2
Vo = —1V

Die Bernoulli-Gleichung liefert:

1 2 1 2
P1+ 5PV =P2+ 5PV;

2
Die Differenzdruckmessung liefert:
Ap = (p' —p)gh
Hieraus folgt fiir die Geschwindigkeit:

1 Af
m—vz=Av=p(v:§—v5>=p<§— )vf

2Ap
V1 =Ay | —
LT p(at - A3
Fiir die Durchflufmenge gilt:
V = A1v1

3.1.7. Das Prandtl “sche Staurohr

Mit dem Prandtl schen Staurohr miflt man mittels Druckdifferenzmessung den dy-
namischen Druck eines Gases.

T

47
M ATTTR

(
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Die Bernoulli-Gleichung liefert mit v, = 0O:

1 2
pL+ 5PV = P2

p2—p1=Ap = éplﬁz

Die Differenzdruckmessung liefert:
Ap = (p' — p)gh mit p" >> p

Die Dichte der Manometerfliissigkeit ist viel groRer als die Dichte des stromenden Gases.
Ap =p'gh

Hieraus folgt fiir die Geschwindigkeit:

vy = 2Ap
\ p

3.1.8. Krifte von stromenden Fliissigkeiten auf gekriimmte Rohre: Impulserhaltungssatz

Der eintretende Fliissigkeitsquerschnitt sei A, der austretende Fliissigkeitsquerschnitt
sei A, und die jeweiligen Normalen seien um den Winkel @ gedreht. Man legt die ein-
tretende Normale 7i; der Einfachheit halber in positive y-Richtung 7, = (0; 1), die aus-
tretende Normale 7i, hat dann die Richtung 7, = (sin@ ; cos ). Die jeweiligen Betrage
der Geschwindigkeiten seien konstant und tiber die Kontinuitatsgleichug miteinander
verkniipft, die Geschwindigkeitsrichtungen zeigen in die jeweiligen Normalenrichtun-
gen.

Es gilt also:
V = A1|U1] = Az|V2| mit |V, = vy und |2 = v2
171 = 1}17711 und 172 = sziz

Bei nur einem ZufluR und nur einem AbfluR lautet der Impulserhaltungssatz bezogen
auf die Fliissigkeit innerhalb des Rohres:

Die Summe aller angreifenden Krafte bewirkt eine Impulsanderung

SF dp d(mv)

wird die Kraft auf das Wasser mit F = (Fy; F,) bezeichnet, die von der einstromenden
Fliissigkeit verursachte Kraft F.in und die von der ausstromenden Flissigkeit verur-
sachte Kraft F,s, so lautet die Vektorgleichung:

F+Fe1n_FauS=m172_mﬁl :>F=FauS_Fe1H+m172_mﬁ1

In Komponenten geschrieben lautet dies:
F sin 0 sin 0
()= (h )= (1) oo (G5 ) - (1)
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Um die Kraft F’ au{ das Rohr zu berechnen, muss man noch die vom dulieren Luftdruck
po bewirkte Kraft Frue = po(A27i, — Ar1ip) berticksichtigen.

Es gilt:

F' = Flup — F
Die Kraft F”” mit der das Rohr festgehalten werden muss ist damit F”’ = —F"
Anmerkung:

Hat ein System mehrere Einfliisse und mehrere Ausfliisse, so ersetzt man:
Fein = ZFi,ein

die Summe aller von der einstromenden Fliissigkeit verursachten Krafte
Faus = ZFj,aus

die Summe aller von der ausstromenden Fliissigkeit verursachten Krafte
muv; = Z m;vj 1
Mﬁz = Z m jﬁjgg

und somit
D MU = > Ml

die Summe aller Impulsdanderungen.

3.2. Stromungen mit innerer Reibung

Stromungen mit innerer Reibung, aber ohne Wirbelbildung, bezeichnet man als laminar.
Die innere Reibung ist eine Folge der Kraftwirkung zwischen den Molekiilen (Viskositat).
Sie ist besonders grol bei schlechter Verschiebbarkeit der Molekiile. Man spricht dann
von Zahfliissigkeit.

3.2.1. Laminare Str6mungen

%
- T AT

LaRt man eine Fliissigkeit gleichmaRig mit der Geschwindigkeit v durch ein horizontales
Rohr mit konstantem Querschnitt stromen, so miiRte nach Bernoulli der statische Druck
uberall derselbe sein. Das bedeutet, dass zum durchstromen eines derartigen Rohres
keine Druckdifferenz zwischen den Enden notwendig ist. Diese Aussage widerspricht
jeglicher Erfahrung. Man stellt ein lineares Geféalle des statischen Drucks fest.
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3.2.2. Newton sche Reibung

A F

V(x)

il

Zwischen einem festen Boden und einer beweglichen Platte mit der Fliche A befinde
sich eine Fliissigkeitsschicht der Dicke x. Da die am Boden und an der Platte angren-
zenden Flissigkeitsschichten an diesen haften, bildet sich beim Bewegen der Platte ein

Geschwindigkeitsgefille jl; aus. Dies ist auf die innere Reibung der Fliissigkeitsschicht-

en zuriickzufiihren.
Es handelt sich also nicht um die Reibung zwischen festen und fliissigen Koérpern.

_, av
F =nA—
n dx

3.2.3. Hagen-Poiseuille

Bei laminaren Stromungen haben die einzelnen Flussigkeitsschichten unterschiedliche
Geschwindigkeiten. Unmittelbar an den Wandungen ist sie am kleinsten. Die ein Rohr
durchflieRende Fliissigkeitsmenge berechnet sich unter Berticksichtigung der inneren
Reibung zu:

s . (pl - p 2) R4

V= _——
8n l

Es gilt:
m?2

R: Radius des durchflossenen Rohres mit glatter Wandung
l: Lange des Rohres

N
n: dynamische Viskositat mit der Einheit [S]

3.2.4. Stromungsprofil eines Rohres mit dem Radius R

Das Stromungsprofil ist parabolisch.

_AP 2 2
v(r)—4nl(R re)

Die maximale Geschwindigkeit betragt:

_AlRZ

VUmax = V(0) = 4anl
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Die mittlere Geschwindigkeit betragt:

vV _Ap_, 1
= — = 7R = —

VAT gqrt T o Vma

Daraus ergibt sich eine Reibungskraft

Fr = ApA = Szlzv — 8mnlo

3.2.5. Stokes
Die Bewegung einer kleinen Kugel in einer zdhen Fliissigkeit erfahrt folgende Reibungskraft:

Fr =6mTNn7rv

4
Wird eine Kugel (mit 7, Vx = §1T1"3, px) in ein zahes Medium (mit pg, n) gegeben, so sinkt

sie mit konstanter Geschwindigkeit v. Konstante Sinkgeschwindigkeit fordert, dass die
Summe aller angreifenden Krafte Null ist.

Es gilt:
SF=0
Damit wird
Fr—Fc+FRR=0
pPrgVk — pxkgVk + 6mtnrv =0

_ 2g97°(px — pn)
v

n

3.2.6. Stromungswiderstand

1
Fy = EcApv2

mit dem formabhdngigen Widerstandsbeiwert ¢ (dimensionslos) und der angestromten
Flache A

3.2.7. Reynolds “sche Zahl

Erreicht die Reynolds “sche Zahl bestimmte Grenzwerte, so schldgt eine laminare Stro-
mung in eine turbulente Stromung um. Fiir die Stromung in glatten Rohren hat die
kritische Reynolds-Zahl den Wert:

Reyir = 2320
Ansonsten berechnet sie sich wie folgt:
_dpv
n

Re

Es gilt:

d: eine fir den jeweiligen Korper charakteristische Lange (z. B. Kugelradius, Rohrradius, ..

Dichte des stromenden Mediums
Dynamische Viskositat
Stromungsgeschwindigkeit

SSR
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3.2.8. Rohrreibungszahl A bei laminaren Stromungen

Druckabfall einer laminaren Stromung

_ 8nlv
Ap = TTR4
mit
a* td?
4 _ 4 _ -
R 16’ v 4
und
Re = va
n
folgt
6411 _,
Ap = Red va
mit
64
A= Re
folgt
1
Ap = A==p¥?
p P ZPU

Die Bernouilli-Gleichung mit Reibung lautet

1 1
v1+pgh1+§pvf=vz+pghz+5pv§+Av

[1
Mit Ap = AEE p©? kann man eine sogenannte Reibungsverlusthéhe hy berechnen.

_ L1,
Av—pghv—Adzpv

oder

1102
=202

3.3. Turbulente Stromungen

Bei turbulenten Stromungen entstehen Wirbel. Es handelt sich um eine regellose Bewe-
gung der Teilchen, ihre Stromlinien sind verflochten. Die Grenze zwischen zwischen
der laminaren und der turbulenten Stromung wird bei Rohren und Kandlen durch die
kritische Reynoldszahl gesetzt. Reyir = 2320

Fiur turbulente Stromungen muss auch die Rauhigkeit k [mm] beachtet werden. Man

gibt in der Regel d an, die sogenannte relative Wandrauhigkeit. Die Reynoldszahl sei

k
Re = dpnv > Rexrit
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3.3.1. Rohrreibungszahl A bei turbulenten Stromungen

Man unterscheidet grundsatzlich:

Hydraulisch glattes Verhalten an einer Wand

Z-Re<65

oder

0,3164
A =A(Re) = =
(Re) =~ Re

- Hydraulisch rauhes Verhalten an einer Wand
k
—-R 1300
P e >

oder

d 1
A= A(7) = a
k™ (21g g +1,14)2

- Hydraulisches Verhalten im Ubergangsbereich

65<Z-Re<1300

oder

d
A = A(Re, E)

1,251 0,269
AT 5| RevA T 4

k

Die Werte sind einem Diagramm zu entnehmen.
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