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1 Analysis
1.1 Termumformungen

Gegeben sei folgende Gleichung, die nach v aufzulésen ist.

lmv2 +mgh = 1cx2
2 2

Alle Terme (in Gedanken) mit Vorzeichen und Rechenzeichen versehen

+1-m-v2 +m-g-h :+1-c-x2
2 2
Durch Aquivalenzumformungen (AU) — also Umformungen, die die Lésungsmenge einer
Gleichung nicht verandern — Schritt fir Schritt nach v auflésen (niederste Rechenarten
zuerst).
Zu den AU gehéren Addition, Subtraktion, Multiplikation (ohne Null), Division (ohne Null).
Potenzieren und Wurzelziehen gehéren nicht zu den AU, da diese evtl. die
Lésungsmenge der Gleichung verandern kdnnen. (Gerade Potenz einer negativen Zahl
wird positiv.) Deshalb hier immer eine Probe machen.
Wie ist v strukturiert?
Rangfolge der Rechenoperationen
Man kennt sicherlich den Spruch:
'Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich’
Auf die Aufgabenstellung angewandt:
» Potenz 2

« Multiplikation/Division mit den gleichberechtigten Faktoren % und m

« Addition/Subtraktion mit den gleichberechtigten Termen m-g-h und %-c-x2
Strategie:

Niederste Rechenoperation zuerst, also Additionen und Subtraktionen

'PLus wechselt die Seite der Gleichung mit MINUS'

'MiNUs wechselt die Seite der Gleichung mit PLuS'

+1.m.v2 :_m.g.h+l.c.x2
2 2
Dann zweitniederste Rechenoperation, also Multiplikationen und Divisionen
'MAL wechselt die Seite der Gleichung mit GETEILT (oder MAL KEHRBRUCH)'
'GETEILT wechselt die Seite der Gleichung mit MAL'
V2 :Z.i(_m.g.h+1.c.xz)
1 m 2

Dies auf eine Ubersichtlichere Form bringen

1 2
2 _2'(§'C'X _m'g'h)_c-x2—2-m-g-h
m m
:£x2—29h
m

Hbéchste Rechenoperation, also Potenzen und Wurzeln
'HocH wechselt die Seite der Gleichung mit WURzZEL Aus'
'WURZEL AUS wechselt die Seite der Gleichung mit HOCH'

Vip = i,/%xz —2gh
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1.2 Niitzliches fiir Termumformungen

¢ Binomische Formeln

(a+b)2 =a® +2ab+b? oder (—a—b)2 =a® +2ab +b?
(a—b)? =a? —2ab +b?
(a+b)(@a-b)=a?% -b?

e Potenzgesetze

bn . bm — bn+m
bn

b™
(bn)m :bnm
b=
bn
Es gilt zusatzlich
bO =1

bn—m

o Logarithmengesetze

In(x-y)=Inx+Iny

X
In(—j =Inx—Iny
y

In(x")=n-Inx
Ine=1und In1=0

Exponentialgleichung:
b* =c |In (das nennt man 'durchlogarithmieren')

In(b™) = In(c)
x-Inb=Inc
_Inc

X=—
Inb
'In" bedeutet 'logarithmus naturalis', das ist der Logarithmus zur Basis e
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1.3 Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme
1.3.1 Lineare Gleichungen

Lineare Gleichungen erkennt man daran, dass die héchst vorkommende Potenz der
Variablen, nach der man auflésen méchte, eins ist. Man kann eine lineare Gleichung
durch Aquivalenzumformungen immer auf folgende Gestalt bringen:

ax+b=0, mit a=0

Xq=—
' a
1.3.2 Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen erkennt man daran, dass die héchst vorkommende Potenz
der Variablen, na(_;h der man auflésen moéchte, zwei ist. Man kann eine quadratische
Gleichung durch Aquivalenzumformungen immer auf folgende Gestalt bringen:

ax? +bx+c=0, mit a=0
Man unterscheidet qualitativ folgende drei Falle:

1. a=#0,b=0,c#0
Die quadratische Gleichung lautet dann:

ax2+c=0

|-c
X12 =%
! a

Man erhalt nur L6sungen, wenn a und c unterschiedliche Vorzeichen haben.

2. a#0,b=0,c=0
Die quadratische Gleichung lautet dann:
ax? +bx =0

x(ax+b)=0 = x; =0, X, _-b
a

3. az0,b=0,c#0
Die quadratische Gleichung lautet dann:

ax? +bx+c=0

Diese I16st man mit der 'Mitternachtsformel’

_ —b++b?%—4ac

%12 = 2a

, mit der Diskriminante: D = b2 —4ac

e Ist D >0, so erhélt man zwei verschiedene reelle Lésungen.
e Ist D=0, so erhalt man eine reelle Lésung (Doppellésung).
e |Ist D<0, so gibt es keine reelle L6sung.
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1.3.3 Optische Unterstiitzung beim Lésen von quadratischen Gleichungen

Gegeben sei die folgende quadratische Gleichung in der Variablen x:
4x% +5x—7 =2x% +9x -8

Festlegung der Vorzeichen aller an der Gleichung beteiligten Terme
+4x% +5x—7=+2x%> +9x -8

Gleichartige Terme herausfinden — in diesem Fall sind dies Terme in x?2 (quadratische
Terme), in x (lineare Terme) und Terme ohne x (Absolutglieder) — und in
unterschiedlichen Farben markieren

+4%% +5x — +2x% + 9x

Alle gleichartigen Terme (quadratische Terme zu quadratischen Termen, lineare Terme
zu linearen Termen, Absolutglieder zu Absolutgliedern) auf einer Seite der Gleichung
sortieren

+4%% —2x%% + Bx — 9x =0

Zusammenfassen aller gleichartigen Terme
+2x% —4x+1=0

(NORMALFORM EINER QUADRATISCHEN GLEICHUNG)
a-x>+b-x+c=0

Hierbei ist a der Faktor vor x2 (quadratischer Faktor), b der Faktor vor x (linearer Faktor)
und ¢ der Term ohne x (Absolutglied)

_—b+vb%-4.a-c

X2 = 2.3

Zuordnung zur Mitternachtsformel
+2x% —4x+1=0 mit
a=+2,b=-4,c=+1

Einsetzen in die Lésungsformel
(42 -4-(+2)-(+)
2 2.(+2)

Ausrechnen und vereinfachen

4++16-8
X12 = 4
Diskriminante D (das, was unter der Wurzel steht) prifen, um tUber die Anzahl der
Lésungen zu entscheiden. In unserem Fall ist D = +8 > 0, es existieren also 2
verschiedene reelle Losungen. Diese lauten
242

:4i\/§:1i%\/§

X12
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1.3.4 Anwendung auf ein physikalisches Problem (hier aus der Kinematik)
Gegeben sei die folgende quadratische Gleichung in der Variablen

%a1t2 +V1t+S1 Z%aztz +V2t+32

Festlegung der Vorzeichen aller an der Gleichung beteiligten Terme

+%a1t2 +vit+8 = +%a2t2 +Vot+5S,

Gleichartige Terme herausfinden (in diesem Fall sind dies Terme in t2,t und Terme
ohne t) in unterschiedlichen Farben markieren

1 .2 1_ .0
+—autc + vt =+—a l“ + Vot
oM 1 52 2

Alle gleichartigen Terme auf einer Seite der Gleichung sortieren

1 .2 1_ .
+—aut® ——a t° + vt —vot =0
o 52 1 2

Zusammenfassen aller gleichartigen Terme

+;(a1—az)t2+(v1—v2)t =0

(NORMALFORM EINER QUADRATISCHEN GLEICHUNG)
a-x2+b-x+c=0
Hierbei ist a der Faktor vor t2 , b der Faktor vor t und c der Term ohne t
~b++yb%-4.a-c

2-a

X12 =
Zuordnung zur Mitternachtsformel
+;(a1—a2)t2+(v1—v2)t =0 mit

a:+%(a1—a2),b:+(v1—v2),c:+(s1 -S5)

Einsetzen in die L6sungsformel

—(v4 —Vz)i\/(V1 —V2)2 —4';(31 —ay)-(s1—Sz)
tp =
2 (@-2,)

Ausrechnen und vereinfachen
2
Vo —V4 i\/(V1 —Vy)" —2-(a;-ay)-(81-8,)
a;—ap
Zahlenwerte fur die GréRRen einsetzen und verfahren wie vorher.
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1.3.5 Lésung von ganzrationalen Gleichungen 3. Grades

o Hat die Gleichung die Form
ax® +bx2 +cx+d=0, mit a=0,
S0 muss man eine Lésung x, erraten und diese durch Polynomdivision (Horner-

Schema) abspalten und reduziert diese damit auf eine quadratische Gleichung, deren
Lésung man mit Hilfe der Mitternachtsformel bestimmen kann.
« Hat die Gleichung die Form

ax® +bx? +cx =0, mit a=0,
so klammert man x aus und erhélt dieselbe Gleichung in der faktorisierten Darstellung

x(ax2 +bx+c)=0
Diese kann man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt |6sen
X1 =0vax?+bx+c=0

Die méglichen weiteren Lésungen erhalt man wieder mit der Mitternachtsformel.
o Hat die Gleichung die Form

ax® +bx? =0, mita=0,

so klammert man x? aus und erhélt dieselbe Gleichung in der faktorisierten
Darstellung

x? (ax+b)=0
Diese kann man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt I6sen
b
X190 =0vXg =——
1,2 VX3 a

« Hat die Gleichung die Form
3

E()ie Lgsungsmenge ist dann
Fiara>0 Xq = Ya
Fura<0 X, =-3a|
Fara=0 x4 =0
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1.3.6 Loésung von ganzrationalen Gleichungen 4. Grades

Hat die Gleichung die Form
ax? +bx3 +cx? +dx+e=0, mit a=0,
S0 muss man zwei Lésungen x4 und X, erraten und diese durch Polynomdivision

(Horner-Schema) abspalten und reduziert diese damit auf eine quadratische
Gleichung, deren L6sung man mit Hilfe der Mitternachtsformel bestimmen kann.
Hat die Gleichung die Form

ax4+bx3+cx2+dx:0, mit a=0,

so klammert man x aus und erhélt dieselbe Gleichung in der faktorisierten Darstellung

x(ax3 +bx? +cx+d)=0

Diese kann man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt |6sen

X1 =0vax>® +bx?+cx+d=0

Die méglichen weiteren Losungen erhalt man wieder mit dem Erraten einer L6sung
X, der Gleichung 3. Grades und Abspalten dieser L6sung mittels Polynomdivision
(Horner-Schema) reduziert diese auf eine quadratische Gleichung deren mégliche
Lésungen mit der Mitternachtsformel zu bestimmen sind.

Hat die Gleichung die Form

ax? +bx3 +cx? =0, mita=0,

so klammert man x? aus und erhalt dieselbe Gleichung in der faktorisierten
Darstellung

x2(ax2 +bx+c)=0

Diese kann man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt I6sen

X12 —0vax?+bx+c=0

Die méglichen weiteren Lésungen erhalt man wieder mit der Mitternachtsformel.
Hat die Gleichung die Form

ax® +bx> =0, mit a=0,

so klammert man x> aus und erhalt dieselbe Gleichung in der faktorisierten

Darstellung
x3(ax+b)=0
Diese kann man mit Hilfe des Satzes vom Nullprodukt I6sen

b
X1,2,3 =0v X4 = —5

Hat die Gleichung die Form

ax* +cx?+e=0 , mit a =0, diese heil’t biquadratisch

so substituiert man x2 =z und erhélt somit die Gleichung

az?+cx+e=0

Diese 16st man mit der Mitternachtsformel und erhalt evtl. die Lésungen

z4 und z,.

Nur wenn diese Werte positiv oder Null sind kann man zurticksubstituieren. Die
Lésungen wéren in diesem Fall

X1,2 :i1[21 Und X3,4 :i 22
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« Hat die Gleichung die Form

x*=a

Die Losungsmenge ist dann
Fara>0 X12 =+%a
Fura<0 keine Lésung
Fira=0 x1=0

1.3.7 Loésung von ganzrationalen Gleichungen n-ten Grades

Durch eventuelles Ausklammern und Erraten von Lésungen mit anschlieRenden
Polynomdivisionen (Horner-Schema), fiihrt man diese Gleichung auf eine quadratische
Gleichung zurtck, die man mit Hilfe der Mitternachtsformel berechnen kann.

1.3.8 Lo6sung von Bruchgleichungen

Durch Termumformungen kann man jede Bruchgleichung auf die folgende Form bringen:
M:0 mit n(x) =0
n(x)

Diese Bruchgleichung wird durch folgende Gleichung gel6st
z(x)=0

In Worten:
Ein Bruch, dessen Nenner von Null verschieden ist, wird dann Null, wenn der Zahler Null
ist.
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1.3.9 Lineare Ungleichungen

Lineare Ungleichungen erkennt man daran, dass die h6chst vorkommende Potenz der
Variablen, nach der man auflésen méchte, eins ist. Statt dem Gleichheitszeichen bei
linearen Gleichungen hat man jetzt Ungleichheitszeichen (>, <, >,<).
Fir unsere Rechnung wahlen wir >, jedoch ist dies willkirlich und kénnte auch fur jedes
andere Ungleichheitszeichen gelten. Demnach kann man eine lineare Ungleichung durch
Aquivalenzumformungen immer auf die folgende Gestalt bringen:

ax+b>0, mit a=0

1. Falla>0
X>——
a

2. Fall a<0
X < ——
a

Im zweiten Fall dreht sich das Ungleichheitszeichen um, da durch eine negative Zahl
geteilt wurde.

1.3.10 Quadratische Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen erkennt man daran, dass die héchst vorkommende Potenz
der Variablen, nach der man aufldésen mochte, zwei ist. An Stelle des
Gleichheitszeichens bei quadratischen Gleichungen hat man jetzt ein
Ungleichheitszeichen (>, <, >, <). Demnach kann man eine quadratische Ungleichung
durch Aquivalenzumformungen immer auf die folgende Gestalt bringen:

ax? +bx+c =0
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0. B. d. A.) wéhlen wir hier
das 'gréfRer gleich'-Zeichen

1. Fall a>0 (nach oben geéffnete Parabeln)
Man I6st zunachst die Gleichung

ax? +bx+c=0

Hat diese zwei verschiedene reelle Losungen
X4 und X, mit x4 < X5, so sieht eine Skizze

einer solchen Parabel wie folgt aus und die
Lédsungsmenge kann grafisch bestimmt werden.

L={xeRx<x;vx>x,| |
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Hat diese eine reelle Doppellésung AY
X4, S0 sieht eine Skizze einer solchen Parabel

wie folgt aus und die L6sungsmenge kann grafisch
bestimmt werden.

L={XGSR|X=X1}

Hat diese keine reelle Lésung. so sieht eine Skizze AY
einer solchen Parabel wie folgt aus und die Lésungs-
menge kann grafisch bestimmt werden.

L={}

P> X

Fir den 2. Fall — ndmlich a <0 (nach unten gedéffnete Parabeln) — kann man sich das
sehr schnell grafisch selbst Uberlegen.
Genauso geht man mit den anderen Ungleichheitszeichen vor.
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1.3.11 Lésung von Gleichungssystemen (2 Gleichungen mit 2 Unbekannten)

Allgemeines Gleichungssystem von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten

Man 16st die vermeintlich 'einfachere' der beiden Gleichungen — wenn mdéglich — nach
einer der Unbekannten z. B. x = x(y) auf und setzt diese in die andere Gleichung ein.
Diese beinhaltet dann nur noch eine Unbekannte y. Dieses y kann man nun bestimmen.
Mit dem so bestimmten y kann man mit der gewahlten Gleichung x = x(y) das
zugehdrige x bestimmen.

Kann man beide Gleichungen nicht explizit nach einer der beiden Variablen auflésen, so
ist der Aufwand, dieses Gleichungssystem zu I6sen, sehr grof3 und bedarf sehr groler
Routine und Intuition und das Verfahren von oben versagt.

Beispiel
Man I6se folgendes Gleichungssystem
2x+4y =2

x? +2y? =33

Lésung
Man 16st die einfachere Gleichung — hier die lineare Gleichung — z. B. nach x auf
x=1-2y

Man setzt dies in die quadratische Gleichung ein
(auf binomische Formel aufpassen)

(1-2y)? +2y? =33
%/_/
bin. Formel

1-4y +4y? +2y? =33

6y? —4y-32=0
_4+.16+768 4+28
Y1z = 12 12
y1=-2
8
Y2—§

Diese Ergebnisse setzt man wieder in die lineare Gleichung ein und erhalt
Xq1=1-2y,=5
13

Xz =1-2y, -3
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Lineares Gleichungssystem von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten
Gegeben ist das inhomogene lineare Gleichungssystem:
a1X+aqpy =by

azX+agy=Dby

Man identifiziert:
Den Vektor Die Koeffizientenmatrix Die Inhomogenitat

_ a a b
o IS Wi o
y dpq dp bs
Somit ist das inhomogene lineare Gleichungssystem in Matrixschreibweise gegeben
durch A-X=b

(on]

Man definiert:
dq1 aq2
e A= =aqqa@ —az@12
dnq
'links oben mal rechts unten minus links unten mal rechts oben'
by aq
« A= =bsazy —bsay
by, ap
Man ersetzt die erste Spalte der Koeffizientenmatrix durch die Inhomogenitéat.
ay by
e A= =aqby —ayby
azy by

Man ersetzt die zweite Spalte der Koeffizientenmatrix durch die Inhomogenitat.

Cramersche Regel
Die Cramersche Regel dient zur einfachen Berechnung der L&sung von inhomogenen

linearen Gleichungssystemen der Art A-x = b.
o« A =0 liefert die eindeutigen Lésungen x und y und man erhalt:

X = ﬁ und y = ﬁ
A A
« A =0 Die Cramersche Regel versagt und das inhomogene lineare Gleichungssystem

ist entweder unlésbar oder hat unendlich viele Lésungen.
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1.4 Differentialrechnung

Differenzen- und Differentialquotient

Eine Funktion f heil3t differenzierbar im Intervall |, wenn sie fur jedes x el differenzierbar
ist.

Definition der Ableitung:

df

(x0) = y'(x0) = f(xo +h) - f(xo)

fx)~f(xo) _ .
X=>Xg X=Xy h—0

Xo

Gesprochen wird dies:
f-Strich von X, y-Strich von xg, df nach dx an der Stelle x,

Der Differenzenquotient M, bei Berechnung des Grenzwerts heildt dieser
X — Xg
Differentialquotient lim f09=1X0) _ jjp, X0 +M=TX0) it 1~ 0 und bedeutet
X=Xy  X—Xp h—0 h

geometrisch die Steigung der Sekante (blaue Gerade) in den Punkten P(xq /f(xq)) und
Q(xg +h/f(xg +h)) im Falle des Differenzenquotienten bzw. die Steigung der Tangente
(rote Gerade) im Punkt P(x, /f(xg)) im Grenzfall des Differentialquotienten. (Punkt Q
lauft dann bis auf Punkt P)

AY x)

f(xo +h)—f(xq)

>

Xo Xg +h

Ist f(x) fur alle x | differenzierbar, dann ordnet die Ableitungsfunktion f'(x) jedem
Argument x €| die Werte der Tangentensteigung der Kurve f(x) zu.
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1.4.1 Hohere Ableitungen
Die Schreibweise:

y =f(x)
L e dy df(x) df
=f = —= [ —
y (x) dx dx dx
2 2 2
y" =f"(x)= d%y _d7flx) _ ot ... Usw.

dx? dx? dx?

d"y 3 d"f(x) 3 d"f

dx"  dx"  dx"
Gesprochen wird dies:

y-n-Strich, f-n-Strich von x, d-n-y nach dx-hoch n

y(n) — f(n)(x) _

1.4.2 Bedeutung der ersten Ableitung

Die erste Ableitung f'(x) gibt das Steigungsverhalten der Funktion f an.
Ist f'(x) >0, so steigt die Funktion streng monoton,
ist f'(x) <0, so fallt die Funktion streng monoton,
ist f'(x) =0, so besitzt die Funktion eine waagrechte Tangente.

1.4.3 Bedeutung der zweiten Ableitung

Die zweite Ableitung f"(x) gibt das Krimmungsverhalten der Funktion f an.

Ist f"(x)> 0, also positiv, so ist die Funktion linksgekriimmt,
ist f"(x) <0, also negativ, so ist die Funktion rechtsgekriimmt,
ist f"(x) =0, so ist die Funktion ohne Kriimmung.

1.4.4 Hier einige wichtige Ableitungsfunktionen

f(x)=x" mit n#0 f'(x) = nx""!

f(x)=Inx mit x>0 f'(x) =%

f(x)=e®*® mit a=0 f'(x) = ae®*P

f(x)=a* mit a>0 f(x) = (Ina)-a*

f(x) = sin(ax) f'(x) = acos(ax)

f(x) = cos(ax) f'(x) = —asin(ax)
15
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1.4.5 Ableitungsregeln

Faktorregel
dC-10)) _ 5. 9MX) \yopei © = const. <R
dx dx
Konstante Faktoren werden beibehalten
Summenregel
d(f(x)+9(x)) _ df(x) dg(x)
dx dx dx
Es wird gliedweise abgeleitet
Produktregel
d(f(x(; 9(x)) _ df(x) oy, 990 ¢
X dx dx

'Vorne abgeleitet mal hinten plus hinten abgeleitet mal vorne'
Quotientenregel

f(x)j df(x) d
q "\ La(x)— 39()
(g(x) dx g(x) dx f(x)
dx (a(x)f
'Oben abgeleitet mal unten minus unten abgeleitet mal oben durch unten zum
Quadrat'
Kettenregel
df(u(x)) _ df(u(x)) du(x)
dx du(x)  dx
'‘AuBere Ableitung mal innere Ableitung'

1.4.6 Differentielle Formulierung physikalischer GréBen und ihr mathematischer

Hintergrund

Aus der Kinematik bekannt ist der Zusammenhang zwischen Beschleunigung a und
Geschwindigkeit v .

dv
—=a
dt
Dies bedeutet mathematisch
Die Beschleunigung ist die erste Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit.
Dies bedeutet geometrisch
Die Beschleunigung ist die Steigung der Tangente im v,t -Diagramm.

Weitere differentielle Zusammenhange physikalischer GréRen

% =v  Ort und Geschwindigkeit

(:j—(;) =o Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung
Z—T =wo Winkel und Winkelgeschwindigkeit

Z—l; =F Impuls und Kraft
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Beispiel
Gegeben ist folgendes Weg,Zeit-Gesetz

s(t)=6-5-t2 2"t yam
S S

Bestimmen Sie die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t; =4 s.

Lésung
Da die Geschwindigkeit die erste Ableitung des Wegs nach der Zeit ist, gilt
d8() _ gty = vit)

dt
Mathematisch bedeutet diese Fragestellung

Berechnen Sie die erste Ableitung des Weg,Zeit-Gesetztes an der Stelle (zur Zeit)

t;y =4 s, also gesucht ist s(t;)=v(t;)

ds(t)
dt i

=

Eine &quivalente Formulierung wére v(t,) =

Bestimmen der ersten Ableitung
st =v(t)=123-t-2"
S S

3(t1)=v(t1)=v(4s)=12£2.4s_2m=4sm
s s s

17
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1.5 Integralrechnung

b

Das Integral If(x) dx berechnet die Differenz der Flachen, die mit einer Randkurve f(x)
a

begrenzt sind, oberhalb der x-Achse mit denjenigen unterhalb der x-Achse.

1.5.1 Flacheninhalt einer Funktion f mit der x-Achse

e Im gesamten Integrationsintervall [a;b] liegt die Funktion f(x) oberhalb der x-Achse:
Ist F eine beliebige Stammfunktion der in x  [a;b] stetigen Randfunktion f mit

f(x) >0, so berechnet sich der Flacheninhalt von f mit der x-Achse:
AY

N\

b
A= _[f(x) dx = F(b)-F(a)
a , f(x)

\

P> X

x=Db

Xx=a
e Im gesamten Integrationsintervall [a;b] liegt die Funktion f(x) unterhalb der x-Achse:

Ist F eine beliebige Stammfunktion der in x € [a;b] stetigen Randfunktion f mit
f(x) <0, so berechnet sich der Flacheninhalt von f mit der x-Achse:

b
A = [f(x) dx = ~(F(b) - F(a)) y
A
a X=a x=b
P X
N f(x)
/
« Im Integrationsintervall [a;b] liegt die Funktion f(x) teils oberhalb f(x)>0, teils

unterhalb f(x) <0 der x-Achse — es existieren also reelle Schnittpunkte mit der x-
Achse (Nullstellen ungerader Ordnung):

Hier teilt sich die Gesamtflache im Intervall [a; b] in Teilflachen auf, die oberhalb bzw.

unterhalb der x-Achse liegen. Begrenzt sind diese Teilflachen durch die obere und
untere Grenze sowie durch die Nullstellen ungerader Ordnung. Man berechnet mit
Hilfe der oben genannten Punkte die Teilfldichen, addiert diese und erhalt damit die
Gesamtflache.

Merke: Uber Nullstellen ungerader Ordnung niemals driiberintegrieren!
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1.5.2 Anmerkung

Ist eine Flache mit Geradenstlicken berandet, so ist es nicht notwendig die
Geradengleichungen dieser Geradenstiicke zu bestimmen — man kann dies
elementargeometrisch I6sen, da die auftretenden Flachen nur rechtwinklige Dreiecke,
Rechtecke oder Trapeze sein kénnen.

FUr die méglich auftretenden Flachen gilt
1
° Aprei =—ab
Dreieck 2

(Kathete 1 mal Kathete 2 geteilt durch zwei)

*  ARechteck =ab
(L&nge mal Breite)

1
. ATrapez = E(a +c)h

( (Parallele 1 + Parallele 2) geteilt durch zwei mal Abstand der Parallelen )

1.5.3 Beispiel aus der Kinematik

Gegeben sei folgender Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf einer eindimensionalen Bewegung.

Wie grol} ist der zuriickgelegte Weg?

-
o
3
l'I)I
|
T

2s 8s 14 s

Der zuriickgelegte Weg entspricht der blauen Flache, die die Geradenstiicke mit der t-
Achse einschliel3en.

Die blaue Flache ist ein Trapez

Untere Parallele a=14s

Obere Parallele c=6s
Abstand der Parallelen h=10ms™"

Araper :%(14s+63)~10 ms~1=100m

Hier sieht man deutlich, dass dies der einfachste Weg ist die Fldche zu bestimmen. Es
ware dulerst aufwendig die Geradenstiicke funktionsméaRig zu erfassen und dann die
Flache Uber Integration zu bestimmen.
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1.5.4 Einige wichtige Stammfunktionen

Xn+1
f(x)=x" mit n=-1 F(x) =
n+1
f(x):1 mit x =0 F(x) =In|x|
X
f(x)=Inx mit x>0 F(x) =xInx-x
f(x)=e®*® mit a=0 F(x):leax+b
a
aX
f(x)=a* mit a>0 F(x)=—
Ina
f(x) = sin(ax) F(x) :—1cos(ax)
a
f(x) = cos(ax) F(x) = lsin(ax)
a

1.5.5 Integrationsregeln
e Bereich

li’[f(x) dx = —?f(x) dx
a b

IDjf(x) dx +ij(x) dx :?f(x) dx
a b a

e Linearitat

b b b
j(f(x)i g(x)) dx =jf(x) dx + jg(x) dx

b b
JKkf(x) dx =k [f(x) dx

. ;roduktinte;ration (partielle Integration)
b b
Iu’(x)-v(x) dx :[u(x)-v(x)]g - Iu(x)v'(x) dx

e Integration durch Substitution
b a(b)
[fg(x)-g'(x)dx = [f(u)du
a g(a)

.. , du ,
wobei gilt: u=g(x),u’ = ok g'(x)
Sonderfall: Lineare Substitution

b

If(px+q)dx =1~[F(px+q)]g mit p=0 und F ist Stammfunktion zu f
p

a

20
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o Spezialfille, die man parat haben sollte

“F(x) b
ajm dx =[inff(x)|];

b
ajf'(x)-f(x) dx =%[(f(X))2E

o Na&herungsweise Integration mit Hilfe der Keplerschen FaRregel

)+f(b)j

a+b
2

b b-a
jf(x)dx ~ -(f(a)+4-f(

1.5.6 Integrale Formulierung physikalischer Gré6Ben und ihr mathematischer
Hintergrund

Aus der Kinematik bekannt ist der Zusammenhang zwischen Beschleunigung a und
Geschwindigkeit v .
dv
—=a
dt
Trennung der Variablen und anschliel3ende Integration
Die Indices 'A' und 'E' stehen jeweils fir Anfang und Ende

VE te

_[dv = _[a dt

Va tA
e

VE —Vp = .[a dt
A
H—/
Flache

» Dies bedeutet
Die Anderung der Geschwindigkeit entspricht der Flache im a,t -Diagramm.

Weitere differentielle Zusammenhéange physikalischer Gré3en, die wie oben in integrale

Schreibweise umzuwandelbar sind

. % =v  Ort und Geschwindigkeit

. z—? =a Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung
. 2—(; =® Winkel und Winkelgeschwindigkeit

. ((jj_l? =F Impuls und Kraft
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Beispiel

Ein Wagen der Masse m = 0,5 kg besitzt die Anfangsgeschwindigkeit vy =5 m und wird
S

im Zeitintervall 0 <t <T, =5 s von einer zeitabhangigen Kraft F(t)=F, —%-t mit

0

Fy =10 N beschleunigt. Berechnen Sie die Geschwindigkeit am Ende des Zeitintervalls.

Lésung
Mit dem Kraftstof3 folgt
dt
oder umgeschrieben fiir eine konstante Masse
md8 _ )
dt
VE To
m [dv = [F(t)dt
Va 0
o F Fo .1, F
mve —va)= [(Fo -=2-t)dt =[Fy -t ——2-t2]° =27,
(ve=va) Oj(o roDdt=[R o e = T
ve=tor iy, o JON 5o 5M_55M
2m 2-0,5kg S S
22
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1.6 Uberblick iiber die wichtigsten ganzrationalen Funktionen
1.6.1 Ganzrationale Funktionen 1. Grades (Geraden)

Diese Funktionen sind darstellbar als: f(x)=mx+b mit xeR und m=0
Der Koeffizient m gibt die Steigung an und b den y-Achsenabschnitt (Schnittpunkt der
Geraden mit der y-Achse). Ist m positiv (m > 0), so steigt die Gerade — sie verlauft von
links unten nach rechts oben, ist m negativ (m < 0), so fallt die Gerade — sie verlauft von
links oben nach rechts unten.
Die Steigung ist definiert als
'‘Erhebung' (Differenz in y-Richtung) durch 'Fortgang' (Differenz in x-Richtung)

M= Erhebung _ Ay

Fortgang Ax

(Sind die Koordinatenachsen mit Einheiten behaftet — in der Physik so Ublich — so ist
auch die Steigung m und der y-Achsenabschnitt b mit Einheiten behaftet.)

Geraden sind eindeutig, wenn man einen Punkt und die Steigung kennt oder wenn man
zwei Punkte kennt.
o Kennt man einen Punkt P(xp /yp) und die Steigung m, so ergibt sich die Gleichung

der Geraden nach der Punkt-Steigungs-Form zu:
Y-VYp

=m AY

X—Xp

Diese ist noch nach

y aufzulésen. Ay m = Ay
P AX

YP-'7.
_ i AX
i P X

Xp

« Kennt man zwei Punkte P(xp /yp) und Q(xq/yq), so ergibt sich die Gleichung der
Geraden nach der Zwei-Punkte-Form zu:
Y-Yp _Ya~—VYp
X—Xp Xq—Xp
Diese ist noch nach
y aufzulésen.

Spezialfélle sind Geraden der Form:
y =b Parallele zur x-Achse (m=0)

x =d Parallele zur y-Achse (nicht durch obige Form darstellbar)
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1.6.2 Ganzrationale Funktionen 2. Grades (Parabeln)

Diese Funktionen sind darstellbar als: f(x) = ax? +bx+c mit xeR und a=0

Der Koeffizient a ist fiir den 'Offnungswinkel' der Parabel verantwortlich.
Ist 0 <|a| <1, so ist die Parabel gestaucht ('breit')

Ist [a| > 1, so ist die Parabel gestreckt ('spitz')

Ist a positiv (a > 0), so ist sie nach oben gedffnet, ist a negativ (a <0), so ist sie
nach unten gedffnet.

_p2
Jede Parabel besitzt genau einen Scheitel mit den Koordinaten: S(—2£/—4a(;r b )
a a

Jede Parabel ist achsensymmetrisch zu der Parallelen zur y-Achse durch ihren
Scheitel.

Also Achsensymmetrie zur Geraden mit der Gleichung: x = —2£
a
b AY
X =l—-—
2a

a>0

2
S(- 431725

Spezialfalle:
f(x) = ax? mit xeR und a=0 Achsensymmetrie zur y-Achse und S(0/0)
f(x)= ax?+c mit xeR und a=0 Achsensymmetrie zur y-Achse und S(0/c)
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1.7 Trigonometrische Funktionen

Die Standard-Sinus-Funktion

f(x) =sinx schwingt mit der Amplitude a =1 um die x-Achse, hat die Periode p =2r und
beginnt bei (0/0) mit einer Aufwéartsbewegung.

Die Standard-Cosinus-Funktion
f(x) = cosx schwingt mit der Amplitude a =1 um die x-Achse, hat die Periode p = 2=

und beginnt bei (0/1) mit einer Abwartsbewegung.

Die einfachen trigonometrischen Funktionen (in Norm-Form dargestellt mit b >0)
f(x) =asin[b(x +¢)|]+d und f(x)=acos[b(x +¢c)|+d
sind fur alle x e R definiert.

Die Parameter haben folgende Bedeutungen:
al Amplitude der Funktion

2n | Periode der Funktion (f(x +p)="f(x))

C Verschiebung in x-Richtung
d Verschiebung in y-Richtung

Ableitungen Symmetrie
(sin(ax)) =acos(ax) sin(—ax) = —sin(ax) (punktsymmetrisch)
(cos(ax))' = —sin(ax) cos(—ax)=cos(ax) (achsensymmetrisch)

1.7.1 Grafische Umsetzung

Wie erhalt man aus diesen Angaben recht zligig das Schaubild ausgehend von der
jeweiligen Standard-Funktion?
o Falls b<0, Symmetriebedingung anwenden und somit auf Norm-Form bringen
e Vorzeichen von a sagt aus, ob Standard-Funktion genommen wird oder die an der y-
Achse gespiegelte Standard-Funktion genommen wird
a > 0 Standard-Funktion
a <0 an y-Achse gespiegelte Standard-Funktion

e Bestimmen (Ablesen) der Parameter Periode p, Amplitude |a| , Verschiebung in x-

Richtung c und Verschiebung in y-Richtung d
« Festlegen des Wertebereichs: W; = {y eR| d—|a|<y<d+ |a|}

Funktion schwingt mit der Amplitude |a| um die Niveaulinie y =d

(Streckung/Stauchung der Standard-Funktion in y-Richtung und
Verschiebung in y-Richtung um d)
e Die Periode p = |2F7|T gibt an wann eine volle Schwingung (Berg und Tal) beendet ist
und die Funktion sich periodisch wiederholt
(Streckung/Stauchung der Standard-Funktion in x-Richtung)
e Um cin x-Richtung verschieben:
Ist Funktion in Norm-Form und ¢ >0 dann Verschiebung nach links
Ist Funktion in Norm-Form und ¢ <0 dann Verschiebung nach rechts
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Beispiel 1
f(x)=-2sin(-2x+m)+5

Umschreiben in Norm-Form unter Ausnutzen der Symmetrie der Sinus-Funktion

f(x)=-2sin(-2(x - 7)) +5=2sin(2(x - 7))+ 5

a> 0, deshalb geht man von der Standard-Sinus-Funktion aus und nicht von der an der

y-Achse gespiegelten Standard-Sinus-Funktion
Bestimmung der Parameter:
f(x)= 2 sin(2(x-5)x5

=a =b -7 =d

Amplitude [a| =2
Periode p = % = 27n =7 (eine volle Schwingung ist bereits nach n beendet)

Verschiebung in x-Richtung ¢ =-7, also um 7 nach rechts

Verschiebung in y-Richtung d =5, also um 5 nach oben

-2 +

Grun:

sinx Standard-Sinus-Funktion

Gelb:

2sinx sinx gestreckt in y-Richtung um Faktor 2

(Amplitude verdoppelt)
Blau:
2sin(2x) 2sinx gestaucht in x-Richtung um Faktor %

(Periode halbiert)
Violett:

2sin(2(x - 7)) 2sin(2x) verschoben um 7 nach rechts
Rot:
2sin(2(x-7))+95 2sin(2(x - 7)) verschoben um 5 nach oben
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Beispiel 2

f(x)=-2cos(-2x—=n)-3
Umschreiben in Norm-Form unter Ausnutzen der Symmetrie der Cosinus-Funktion
f(x)=-2cos(-2(x + 7)) -3 =-2cos(2(x + 7)) -3

a <0, deshalb geht man von der an der y-Achse gespiegelten Standard-Cosinus-
Funktion aus

Bestimmung der Parameter:

f(x) = =2cos( 2 (x+Z))=3 Amplitude [a| =2

=a =b -7 =d

Periode p = % = 2775 =7 (eine volle Schwingung ist bereits nach © beendet)

Verschiebung in x-Richtung ¢ =Z, also um Z nach linksVerschiebung in y-Richtung

T
2’ 2

d=-3, also um 3 nach unten

y
2 =€
X

Violett:
COS X Standard-Sinus-Funktion
Blau:
—2C0SX cosx gestreckt in y-Richtung um Faktor —2
Gelb:
—2cos(2x) —2cosx gestaucht in x-Richtung um Faktor %
Grin:
—2co0s(2(x+7)) —2cos(2x) verschoben um 7 nach links

—2cos(2(x+7%))-3 —2cos(2(x+7)) verschoben um 3 nach unten
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1.7.2 Nulistellen der trigonometrischen Standard-Funktionen:

sinx=0
=X, =kn keZ

Ferner gilt fir k e Z:
sin(k-m)=0
sin(k - 5) = (1= (-1)-(-1)

k-1

cosx =0

= X, =(2k+1)g keZ

cos(k - 1) = (—1)

cos(k-5) = 3(1~(-1)")-(-1)*

1.7.3 Einfache trigonometrische Gleichungen:

Fir die folgenden Gleichungen soll immer gelten —1<e <1, sonst sind diese nicht I6sbar.

sinx=e
Der Taschenrechner liefert
Xq =arcsine mit -2 <xy <%
Die Gesamtlésung ergibt sich dann zu
= X4 =X+ k2n

= X2k :TE—X1 +k2n

=—Xq+(2k +1)n

jeweils mit k e Z

cosx=e
Der Taschenrechner liefert
Xq =arccose mit 0<x4<n
Die Gesamtlésung ergibt sich dann zu
= X1k = X1 +k2n
= X2k :2TE—X1 +k2n

=-Xq+(2k +2)n

jeweils mit k e Z

1.7.4 Kompliziertere trigonometrische Gleichungen:

Fir die folgenden Gleichungen soll immer gelten —1<e <1, sonst sind diese nicht

[6sbar.

sin(ax+b)=e
Substitution z=ax +b fuhrt zu:
sinz=e
Der Taschenrechner liefert
zy=arcsine mit -2 <z; <72
Die Gesamtlésung ergibt sich dann zu

Z1k = Z1 + 2kTC
aX1k +b = 21 +2kTE

2170 T

a

ZZk = TE—Z1 + 2km
=-z1+(2k+)rn

axo +b=-z1+(2k+1)n

= X =

-z,-b

= Xop = +(2K +1)§

jeweils mit k e Z

28

cos(ax+b)=e
Substitution z=ax +b fuhrt zu:
cosz=e
Der Taschenrechner liefert
z,=arccose 0<z,<n
Die Gesamtlésung ergibt sich dann zu
Z1k = Z1 +2kn
axqy +b =z +2kn
I
a
Zog = 21 — Zq+ 2kn
=-Z1+(2k+2)n

aX2k +b = —Z1 +(2k+2)TC

= X =

—Z4 -b

= Xy = +(2k+2)§

jeweils mit k e Z
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1.7.5 Der Zusammenhang zwischen Sinus und Cosinus:

. T . . . T .
sinx = cos(x _E) Der Sinus ist ein um > nach rechts verschobener Cosinus.

Beispiel:
Schreiben Sie folgende Sinus-Funktion als Cosinus-Funktion.
f(x) =2sin(2(x - 7))+ 5 =2cos(2(x - 7) - 7) + 5 = 2cos(2(x —%)) +5

. T . . . T . .
Cos X = sin(x +E) Der Cosinus ist ein um 0 nach links verschobener Sinus.

Beispiel:
Schreiben Sie folgende Cosinus-Funktion als Sinus-Funktion.
f(x)=-2cos(2(x - 7)) -3 =-2sin(2(x - 7) + 7) -3 =-2sin(2(x - 7)) -3

1.7.6 Weitere trigonometrische Zusammenhéange

Betrachtungen vom Einheitskreis
2 2

sin“ x+cos“ x =1
tanx = 20X mit cosx # 0 also fur x ;«rs(2k+1)E keZ
CcOoS X 2

Summe/Differenz der Argumente der trigonometrischen Standard-
Funktionen
sin(x £ y) =sinxcosy +cosxsiny
COS(X*y)=CcosXxcosyFsinxsiny
tanx ttany
1xtanxtany

Doppelter Winkel der trigonometrischen Standard-Funktionen
sin(2x) = 2sinxcos x

tan(x+y)=

cos(2x) = cos? x —sin? x

tan(2x) = 2’[8—!1;(
1—-tan“ x
Summe/Differenz der trigonometrischen Standard-Funktionen

sinxxsiny = 2sin%(x + y)cos%(x¢ y)
COS X+ COSY = 2005%(x + y)cos%(x -y)

COSX—COSY = —Zsin%(x + y)sin%(x -y)
Produkt der trigonometrischen Standard-Funktionen

sinx-siny = %[cos(x —y)—cos(x+Y)]
sinx-cosy = %[sin(x —y)+sin(x+ y)]

COSX-COSY = %[cos(x —y)+cos(x+y)]
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1.7.7 Einige wichtige Werte der einfachen trigonometrischen Funktionen

¢ in Grad 0° 30° 45° 60° 90°
T T T T
i d 0 — — — —
Xinra 5 3 >
sin X 0 l 1\/5 l\/§ 1
2 2 2
COS X 1 1\/5 1\/5 1 0
2 2 2
tan x 0 %\/5 1 J3 ex. nicht
Merkregel:
Sin0°= /0 =0
2
. 1 1
sin30°=—+v1=—
2 V1 2
sin45° = %\/5
sin60° = %\/5

sin90° :%\/2:1

Umrechnung von Grad in rad:
¢ ist Winkel in Grad.

x ist Winkel in rad.

¢ _ X oder x=i-n
360° 2= 180°
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1.8 Exponentialfunktionen

Einfache Exponentialfunktionen sind Funktionen, die die unabhangige Variable x im
Exponent stehen haben.

f(x)=a-b*
Man nennt a konstanten Faktor und b die Basis der Exponentialfunktion f.
e FlUra>0:

Ist 0 <b <1, soist die zugehdrige Exponentialfunktion streng monoton fallend,
ist b>1, so ist sie streng monoton steigend.

8__
a>0
b>1
6__
4__
2__
a>0
[ | | 0 | | |
3 -2 -1 ) 1 2 3

Mathematische Grundlagen -32- © j. gilg

© 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor

=)



e Flra<O0:
Ist 0 <b <1, soist die zugehdrige Exponentialfunktion streng monoton steigend,
ist b >1, so ist sie streng monoton fallend.

3 -2 -1 D 1 2 3
a<0
2 T O<b<1
-4 +
-6 + a<0
b>1
L L

Die oben genannten einfachen Exponentialfunktionen f liegen alle oberhalb bzw.
unterhalb der x-Achse, das hangt jeweils vom konstanten Faktor a ab:

e oberhalb:
f(x)>0 furalle xeR und alle a>0
e unterhalb:

f(x)<O0 furalle xeR und alle a<0

Setzt man a=1und b = e, so erhélt man die einfachste aller Exponentialfunktionen
namlich die sogenannte e-Funktion.

Die Zahl e nennt man Eulersche Zahl und man erhalt sie, wie folgt:
lim (1+1)n =e,mit e ~2,71828...

n—o0 n
Wenngleich dies auf den ersten Blick doch recht kompliziert erscheint, so hat die
Funktion f(x)=e* doch einige Vorteile.
Ihre Ableitung geht némlich in sich selbst Uber:

f(x)=e* f(x)=e* " (x)=e* usw.

Bei anderen, komplizierteren Exponentialfunktionen ist dies nicht mehr der Fall:
f(x)=a-b* =a-elmP)x f(x)=a-(Inb)-b*
f(x)=a-b%%) =a.e(MP8X)  f/(x)=a.(Inb).g'(x)-bI>)
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Anmerkung:

Jede einfache Exponentialfunktion kann man als e-Funktion umschreiben mit Hilfe

der Potenz- und Logarithmusgesetze.
f(x)=2-3% =2.(e"3)* =2.(N3)x

2 X
X In(—] 20, .
f(x)=_2.[§] — 2.l \3 :_2'e(ln(3))x =—2-e( In(3))-x
Es gilt — 'mathematisch nicht korrekt geschrieben'.
e’ >0

et 5 4o

e 50"
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2 Vektoren

Geometrisch gesprochen sind dies Pfeile, die durch eine Parallelverschiebung
jedem Punkt der Ebene (des Raumes) einen Bildpunkt zuordnet. Dabei sind die
jeweils von einem Punkt zu seinem Bildpunkt weisenden Pfeile parallel, gleichlang
und gleichgerichtet. Jeder solcher Pfeil ist ein sogenannter Reprasentant dieser
Verschiebung.

Man stellt Vektoren wie folgt dar:

a,b¢c ..,XY2Z

In der Physik gibt es GréRen, die lediglich durch die Angabe eines Zahlenwertes
charakterisiert sind — dies sind z. B. die Masse m, die Zeit {, usw.
Solche GréRen werden als skalare physikalische GroRBen bezeichnet.

Es gibt in der Physik jedoch noch andere GréfRen, die zusatzlich zum Zahlenwert
(Betrag) auch noch die Angabe ihrer Richtung bendétigen — dies sind z. B. die

Geschwindigkeit v , die Beschleunigung a, die Kraft F usw.
Solche GréRen werden als vektorielle physikalische GréBen bezeichnet.

Vektorielle physikalische Gré3en werden mit einem Pfeil Gber ihrem physikalischen
Symbol gekennzeichnet. Die Pfeilspitze charakterisiert die Richtung. Die Lange des

Pfeils stellt ein Mal fur den Betrag ‘é‘ =a der vektoriellen GréRe a dar.

Man definiert —a als Gegenvektor, also als einen Vektor mit demselben Betrag wie
Vektor a, jedoch entgegengesetzter Richtung.

Zwei Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn sie in Betrag und Richtung
Ubereinstimmen.
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21 Darstellung von Vektoren im Raum

Der Einfachheit halber legt man immer ein kartesisches Koordinatensystem
zugrunde.
Ein kartesisches Koordinatensystem zeichnet sich durch drei zueinander orthogonal

stehenden zur Norm 1 geeichten Achsen i, ],R (Einheitsvektoren — Vektoren der

Lange Eins — in den drei Koordinatenrichtungen, die ein Rechtssystem bilden) und
den Ursprung O aus.

Rechtssystem
Wenn man mit der rechten Hand den Vektor i im mathematisch positiven Sinn —
also gegen den Uhrzeiger und auf dem kiirzesten Weg — auf den Vektor j dreht, so

zeigt der Daumen in Richtung des zu beiden Vektoren orthogonalen Vektors k.

A(aq/ay/az) a;,mit i=1, 2, 3 nennt man Koordinaten eines Punktes aus R3.

a4
a=|a, | a;,mit i=1, 2, 3 nennt man Komponenten eines Vektors aus R3.
as
AX
3 1
a3}“““““‘“““““7: i=|0
/ S0
//, /// i O
’ 7 |
S 0
Vi /’, i - 1
et EESREE 'Aay/a, fag) )=
I ' I 0
| ! !
; a/ | | 0
1 ! : N
| - ! | —
i 9 | : =0
1 ! ' 1
I ' '
|
| Of—— 7 >
| P e *
| e ! ’
| | : ~
| 4
1 ! ’
1 | //
| [
! |
a1 _____________________ 47
X1

2.2 Anmerkung

Vektoren, die im Ursprung starten und auf einen bestimmten Punkt im
Koordinatensystem weisen, nennt man Ortsvektoren.

Man spricht von einem dem Punkt zugehdérigen Ortsvektor.

Vektoren, die lediglich dazu dienen eine Richtung anzugeben (also unabhangig von
ihrem Anfangspunkt sind), nennt man Richtungsvektoren.
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23 Darstellung von Vektoren in der Ebene

Der Einfachheit halber legt man immer ein kartesisches Koordinatensystem
zugrunde.
Ein kartesisches Koordinatensystem zeichnet sich durch zwei zueinander orthogonal

stehenden zur Norm 1 geeichten Achsen T] (Einheitsvektoren in den zwei
Koordinatenrichtungen, die ein Rechtssytem bilden) und den Ursprung O aus.

Alas/az)
a;,mit i=1, 2 nennt man Koordinaten eines Punktes aus R2.

)

a;,mit i=1, 2 nennt man Komponenten eines Vektors aus R2.

A(a1 /32)

24 Betrag eines Vektors

|é| =a :\/312 +822 +832
Der Betrag eines Vektors ist ein Mal} fir seine Lange und somit eine skalare Gréle.
Bei der Darstellung 1413t man entweder den Vektorpfeil einfach weg oder man
schreibt den Vektor in Betragsstriche.

25 Normierung eines Vektors

Normierter Vektor (Vektor der Lange 1)

— 1.
dg =-=ra
4

Jeder Vektor a hat einen zugehérigen normierten Vektor a, = ié, der in dieselbe

4

Richtung zeigt, jedoch die Lénge 1 besitzt.
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2.6 Addition von Vektoren

o Geometrische Deutung
Die additive Verknlpfung zweier Vektoren a und b ergibt wieder einen Vektor

c=a+b

o Konstruktionsvariante 1 (Parallelogrammregel)

Man verschiebt beide Vektoren a und b derart, dass ihre Anfangspunkte
Ubereinstimmen. Dann konstruiert man ein Parallelogramm durch die Spitzen der
beiden Vektoren. Der Vektor I&ngs derjenigen Diagonalen des Parallelogramms
vom gemeinsamen Anfangspunkt zum gegeniberliegenden Punkt des

Parallelogramms ist dann der gesuchte Summenvektor ¢ = a +b.

« Konstruktionsvariante 2 (Vektorpolygon)
Man verschiebt beide Vektoren derart, dass der Anfangspunkt von b mit dem
Endpunkt von a Ubereinstimmt. Der Vektor zwischen Anfangspunkt von a und

Endpunkt von b ist dann gleich dem gesuchten Summenvektor ¢ =a +b.

o Algebraische Deutung
Man schreibt die Vektoren mit all ihnren Komponenten und es ist leicht ersichtlich,
dass folgendes gilt:

aq b1 aq +b1
é+6 =|ay |+ b2 =|day +b2
as b3 as +b3

Vektoren werden komponentenweise addiert.
o Anmerkung

Die Subtraktion von Vektoren 1a3t sich auf eine Addition des Gegenvektors
zurtckfuhren. Es gilt also:

a-b=a+(-b)
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2.7 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

o Geometrische Deutung
Man kann einen Vektor a mit einem Skalar r e R multiplizieren.

Das r-fache eines solchen Vektors nennt man S-Multiplikation b=ra

« Ist r >0, so bleibt die Richtung des Vektors erhalten (parallel b 71 a).
e Ist r <0, so wird die Richtung des Vektors umgekehrt (antiparallel b T4 a).
e Ist r =0, so erhalt man den sogenannten Nullvektor 0.

mitr >0 mitr <0

b=ra

o Algebraische Deutung
Man schreibt den Vektor mit all seinen Komponenten und es ist leicht ersichtlich,
dass folgendes gilt:

aq raq
ra=rja, |=|ra,
as ras

Bei einer Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar wird jede Komponente mit
dem Skalar multipliziert.

« Differenzieren und Integrieren von Vektoren
Ohne einen mathematischen Beweis zu fihren, gilt:

« Differentiation eines Vektors

d

d—'(t) q q a1(t) §a1(t)
Y LAty =2 ay(t) |=| —ay(t)

dt dt dt as(t) %t
aas(t)

« Integration eines Vektors

aq(t) [as(t) at
[atydt= [lay(t) [dt=]| [ay(t)dt
as(t) fas(t)dt

Vektoren werden komponentenweise differenziert und integriert.
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2.8 Skalarprodukt zweier Vektoren

Skalarprodukt zweier Vektoren a und b in kartesischen Koordinaten im Raum R®

o Definition
Das Skalarprodukt ist — wie der Name schon andeutet —

aq ) (b
a-b= as |- b2 :a1b1 +32b2 +a3b3
az ) \bs

eine skalare GroRe, also eR
a-b=g -\6‘ .cosp mit 0° < <360° und ¢£3,b

« Folgerungen
¢ Winkel zwischen zwei Vektoren

a-b
COS(P = =
al-|p
« Zwei Vektoren a und b in kartesischen Koordinaten sind orthogonal (senkrecht
zueinander), wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt, also wenn gilt

a-b=0

o Ferner erkennt man rein formal
-~ - )
4-a=a°=aja +ajyay +azaz =ay +ay +as =[a =a’
52 =a2

'Das Quadrat eines Vektors ist gleich dem Quadrat seines Betrags'

e Rechenregeln

o Das Skalarprodukt ist kommutativ, d. h.
a-b=b-a
Die Reihenfolge ist vertauschbar

o Das Skalarprodukt ist distributiv, d. h.
a-(b+c)=a-b+a-c
Man darf 'ausmultiplizieren'

e Die Ableitung des Skalarprodukts

94569550
dt dt dt
Produktregel
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