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Aufgabe 1:
Ein punktformiger Korper (J = 0) der Masse m gleitet von einer Kugeloberfliche mit dem
Radius r reibungsfrei

a) aus der Ruhe heraus v(p =0) =0
b) mit der Anfangsgeschwindigkeit v(¢ = 0) = wy.

¢ sei der Winkel des Fahrstrahls mit der Vertikalen.
Bestimme im jeweiligen Fall den Winkel ¢, bei dem sich der Kérper ablost.

Aufgabe 2:
Ein nicht punktférmiger Kérper (Radius r*) mit dem Massentrégheitsmoment J und der
Masse m rollt von einer Kugeloberfliche mit dem Radius r aus der Ruhe heraus v(¢p = 0) =0
ohne zu gleiten ab.
¢ sei der Winkel des Fahrstrahls mit der Vertikalen.
Bestimme den Winkel ¢, bei dem sich der Kérper ablost.

Aufgabe 3:

Ein Massenpunkt (Masse m) gleitet
reibungsfrei an der Innenseite eines auf
der Spitze stehenden Kreiskegels mit dem
Offnungswinkel 2a (siehe Skizze). Nach
unten wirke die Schwerkraft G = mg.

a) Geben Sie die Zwangsbedingung sowie die Zahl der Freiheitsgrade an.
b) Geben Sie die Lagrange-Funktion L in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) an.

¢) Wie lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fiir ¢ und z? Eliminieren Sie ¢ aus
den Bewegungsgleichungen durch Einfiihrung der z-Komponente L, des Drehimpulses
L beziiglich des Koordinatenursprungs. Wie lautet L, als Funktion von der Zeit 7

d) Zeigen Sie, dafl die Bewegungsgleichungen auch Kreisbahnen als Losungen haben. Wie
miissen die Anfangsbedingungen lauten, um solche Kreisbahnen zu realisieren?

e) Die Bewegungsgleichungen fiir z kénnen Sie fiir kleine Hohenschwankungen
z(t) = 2z + ((t) mit ((t) < 2 niherungsweise ldsen, indem Sie 273 um 2, entwickeln
und nach dem Linearglied abbrechen. Wie lautet diese Losung?

Hinweis:
1+2)P=1-3z+... firz<l1
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Aufgabe 4:
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Eine Hohlkugel der Masse m, dem Radius » und dem Trigheitsmoment J = %mr2 wird
mit der Kreisfrequenz w (im Uhrzeigersinn) in Rotation um eine horizontale Achse versetzt
und anschliefflend auf eine horizontale Unterlage mit der Gleitreibungszahl u so aufgesetzt,
daf ihr Schwerpunkt ruht: #(0) = 0, $(0) = w

In der Entfernung r + b vom Aufsetzpunkt befindet sich eine starre Wand, welche die Kugel
im Falle eines Stofles ideal reflektiert: @(t) — —9(t), w(t) — w(t)

Zwischen der Wand und der Kugel soll aber keine Reibung existieren, d.h. die Winkelbe-
schleunigung ¢(t) bleibt bei einem Wandkontakt stetig.

In welcher Entfernung b von der Wand muf§ die Kugel aufgesetzt werden, damit sie nach
dem Stof§ gegen die Wand wieder zur Ruhe kommt?

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung der Kugel fiir die Gleitphase mit Hilfe des Impuls-
und Drehimpuls-Satzes auf.
Ko6nnen Sie aus den Bewegungsgleichungen eine Konstante der Bewegung ableiten?

b) Wie sieht die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen von Aufgabenteil a) aus?
Bestimmen Sie die Integrationskonstanten auf Grund der vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen: z(0) = —b, £(0) =0, (0) =0, $(0) = w

¢) Zunidchst nehmen wir an, dafl die Kugel in den Rollzustand iibergeht, bevor sie mit der
Wand Kontakt aufnimmt.
Zu welchem Zeitpunkt 7 kommt die Kugel ins Rollen?
Die Abrollbedingung lautet: (1) = r¢(7)
Welche Wegstrecke s hat sie bis zu diesem Zeitpunkt zuriickgelegt?
Mit welcher Schwerpunktsgeschwindigkeit v rollt die Kugel weiter?
Wieviel Prozent der Anfangsenergie Fy sind durch die Rollreibung aufgezehrt worden?
Stimmt der Energieverlust AE = E(7) — Ey mit der Arbeit AQ = [ Fru,(t) dt der
Reibungskraft F iiberein, wenn v,(¢) hierbei die Relativgeschwindigkeit zwischen Ku-
gellauffliche und Auflagefliche ist?

d) Ist es moglich, da8 die Kugel nach einem Stof8 gegen die Wand wieder zur Ruhe kommt,
falls sie vor dem Stofl in den Rollzustand {ibergegangen ist? Untersuchen Sie hierbei
die Bewegungskonstante von Aufgabenteil a).
Zu welchem Zeitpunkt ¢ mufl der Stofy gegen die Wand erfolgen, damit die Kugel spéter
wieder zur Ruhe kommen kann?
Wieviel Zeit t* vergeht zwischen dem anfénglichen und endgiiltigen Ruhezustand?
Wie grofl mufl der anfingliche Wandabstand b sein?
In welchem Abstand ¢ von der Wand bleibt die Kugel schlielich liegen?
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Aufgabe 5
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Eine mit der Winkelgeschwindigkeit w (im Uhrzeigersinn) rotierende homogene zylindrische
Walze wird behutsam auf eine horizontale Ebene (y = 0) aufgesetzt, so daf§ ihre Drehachse
S stets parallel zur z-Achse bleibt (eindimensionales Problem).

Fiir die Translation der Walzenachse gilt somit:
zs(0) =0, ys(0) = R = const.,

t5(0) =0, ys(0) = 0 = const.,

fiir die Rotation um die Walzenachse gilt somit:
©(0) =0,

»(0) =w

An ihren {iberstehenden Enden ist die masselose, reibungsfrei gelagerte Drehachse S mit
zwei parallelgeschalteten masselosen Federn der jeweiligen Federkonstanten £ und der jewei-
ligen Ruhelénge [y verbunden. Die Federn sind ihrerseits an der Wand (z = —Ilj) in der Hohe
des Walzenradius (y = R) befestigt. Zu untersuchen ist der Ubergang vom Gleitzustand in
den Rollzustand (Gleitreibungszahl pu).

a) Geben Sie das Trigheitsmoment .J der Walze beziiglich ihrer Drehachse S in Abhéngigkeit
von Masse M und Radius R an.

b) Zéhlen Sie alle auf die Walze wirkenden &ufleren Krifte auf, und schreiben Sie die
Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Koordinate zg(t), ©5(¢) der Walzenachse hin
(Gleitphase). Ergéinzen Sie diese Bewegungsgleichung durch den Drehimpulssatz fiir die
Rotationsbewegung um die Walzenachse fiir die Koordinate op(t), ¢(t).

c) Integrieren Sie die Bewegungsgleichungen fiir den anfanglichen Gleitzustand unter Beriick-
sichtigung der Anfangsbedingungen.

d) Die Walze moge spitestens beim ersten Umkehrpunkt in den Rollzustand iibergehen.
Geben Sie die transzendente Gleichung (samt graphischem Losungsverfahren) fiir den
Zeitpunkt 7 an, bei dem zum ersten Mal das Rollen auftritt. Wie grofl darf die anfing-
liche Winkelgeschwindigkeit w hochstens sein, damit das Rollen spétestens am ersten
Umkehrpunkt auftritt?

e) Kann man sicher sein, dafl die Walze wihrend des Zuriickrollens nach dem ersten Um-
kehrpunkt nicht wieder ins Gleiten kommt?

f) Welcher Bruchteil f der anfinglichen Energie Fy geht durch Reibung wihrend der Gleit-
phase dem mechanischen System verloren, falls der Ubergang ins Rollen genau beim
ersten Umkehrpunkt stattfindet?
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Aufgabe 6:

70

N

Ein Meteor (Masse m) nihert sich aus dem Unendlichen kommend mit der Geschwindig-
keit v, der Erde (Masse M, Erdradius Rg) und wiirde bei fehlender Erdanziehungskraft
im Abstand d > Rp an der Erde vorbeifliegen. Auf Grund der Gravitationskraft der Erde
kriimmt sich die Bahn zur Erde hin. Beantworten Sie die Frage, ob der Meteor an der Erde
vorbeifliegt oder auf der Erde aufschligt. Berechnen Sie dazu die Bahndaten (rg, vy) zum
Zeitpunkt o des minimalen Erdabstands in Abhéngigkeit der Anfangsdaten (d, ve).
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Aufgabe T:
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Zwei Massenpunkte gleicher Masse m und der Lénge b sind durch eine Feder mit der Fe-
derkonstanten ¢ und der Ruhelénge [, verbunden und koénnen sich reibungsfrei lings der
x-Achse bewegen. Falls der rechte Massenpunkt gegen die starre Wand x = 0 stofit, soll er
dort ideal reflektiert werden (d.h. @y — —i5).

a) Geben Sie fiir das aus den beiden Massenpunkten und der Feder bestehende System die
Lagrange-Funktion L = L(z;, 4;) mit j = 1, 2 an, und leiten Sie daraus die Bewe-
gungsgleichungen fiir die Einzelkoordinaten z; ab. Wie sehen die Lagrange-Funktion
und die Bewegungsgleichungen beziiglich der Schwerpunktsvariablen = = %(xl + 13)
und des Relativabstands a = x5 — x; aus? Geben Sie die allgemeine Losung fiir beide
Variablensitze an.

b) Nun setzen wir das System in Richtung auf die Wand zu durch einen Schlag auf die linke
Masse in Bewegung.
1‘1(0) = g, IL’1(0) =u, IL’Q(O) = § + lo, 1‘2(0) =0
Bestimmen Sie fiir diese spezielle Anfangsbedingungen die Integrationskonstanten in
den allgemeinen Losungen von Aufgabenteil a). Skizzieren Sie die Geschwindigkeiten
#1(t), @2(t) der beiden Massenpunkte fiir den Bewegungsabschnitt vor einem Zusam-
menstofl mit der starren Wand. Wie grof§ darf die Anfangsgeschwindigkeit u héchstens
sein, damit die Massenpunkte nicht zusammenstoflen, bevor Sie die Wand erreichen.
Im folgenden sollen einige spezielle Stofisituationen untersucht werden:

c) Wir betrachten zuerst denjenigen Stofiprozef} (I), bei dem der rechte Massenpunkt wihrend
der gesamten Stofidauer 7; > 0 mit der Wand in Kontakt bleibt. (die StoBdauer ist
diejenige Zeit, die zwischen dem ersten (t;) und dem letzten (ty) Wandkontakt der
rechten Masse verstreicht: T7 = t5 — ¢
Wie grofl muf} in diesem Fall die Stogeschwindigkeit @5 (1) sein? Geben Sie das Weg-
Zeit-Gesetz x;(t) des Schwerpunktes fiir das Zeitintervall ¢; < t < t5 an (Skizze). Wie
grof} ist hierbei die Stof3dauer 777

d) Untersuchen Sie ebenso denjenigen StoBproze§ (II), bei dem der Schwerpunkt nach dem
ersten Wandkontakt (¢;) zur Ruhe kommt und die gesamte Stofidauer Tj; in Ruhe
bleibt: @;(t; <t < ty) = 0 Geben Sie das Weg-Zeit-Gesetz ar(t) fir den Relativab-
stand fiir das Zeitintervall
t; <t <ty an (Skizze). Wie grof} ist hierbei die Stofidauer T;;?

e) Halten Sie einen StoBproze (III) fiir moglich, bei dem der Schwerpunkt ideal reflektiert
wird (#(t]) — —(¢])), ohne daf sich die beiden Massenpunkte beriihren? Falls ja, be-
rechnen Sie die zugehorigen Weg-Zeit-Gesetze x1(t) und zo(¢) fiir die jeweiligen Massen
vor dem Stof3.
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Aufgabe 8:
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Eine punktférmige Kugel der Masse m stoft mit der Geschwindigkeit v senkrecht im Ab-
stand @ vom Schwerpunkt S eines in Ruhe befindlichen Bleistifts der Masse M, der Linge [
und mit dem Tragheitsmoment Jg = %MZQ. Dieser Stof} findet voéllig elastisch statt. Nach
dem Stofl bewege sich die Kugel mit der Geschwindigkeit u weiter, der Bleistift mit der
Schwerpunktsgeschwindigkeit vg und der Winkelgeschwindigkeit w um den Schwerpunkt.

a) Warum gelten hier Impuls- und Drehimpulserhaltungssatz?

b) Berechne vg(a), w(a), u(a) fiir 0 < a < L. Gib eine iibersichtliche Darstellung mit Hilfe
des Massenverhéltnisses 4 = 2 an und skizziere die Funktionen vg(a), w(a), u(a).

c) Fiir welches 0 < a,, < é wird vg maximal und wie grof} ist die maximale Schwerpunkts-

geschwindigkeit vg, 7 Fiir welches 0 < a, < é wird w maximal und wie grof ist die
maximale Winkelgeschwindigkeit w,,,,? Fiir welches 0 < a, < % kommt die stoflende

Kugel nach dem Stof§ zur Ruhe?

d) Wie mufl das Massenverhéltnis i, gewihlt werden, damit w am Rand ar = % maximal
wird? Wie mufl das Massenverhéltnis p, gewdhlt werden, damit v am Rand agp = %
null wird?
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Aufgabe 9:

Drei starre Schienen bilden ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck AOB derart, dafl die
eine Seite AB = a parallel zum homogenen Gravitationsfeld § der Erde ist. Lings der beiden
Schienen OA und OB = a bewegt sich jeweils eine Punktmasse m reibungsfrei. Die horizon-
tal verschiebbare Masse ist mit Hilfe einer Feder ¢ an den Eckpunkt B und auflerdem iiber
eine identische Feder an die andere Masse gekoppelt. Die Federkonstante sei ¢, die Federlédnge
im ungedehnten Zustand verschwindet, das Federmaterial ist als masselos anzusehen.

a) Wieviele Freiheitsgrade hat das System? Welche Krifte wirken auf jeden der beiden Mas-
senpunkte? Wie sieht das System der gekoppelten Bewegungsgleichungen in vektorieller
Form aus?

mi = Anz + A+ By
mé = A + Al + By
Bestimmen Sie die hier auftretenden Koeffizienten A;, und B;.

b) Leiten Sie aus der in a) gefundenen Form der Bewegungsgleichungen den Energieerhal-
tungssatz
sm(i? 4 €2) + V(z, £) = const.
ab und bestimmen Sie das Potential V(x, £).

c) Bestimmen Sie die Ruhelagen 2 und f der beiden Massenpunkte. Fiihren Sie die beiden
Abweichungen 7 und ¢ von den Ruhelagen in die Bewegungsgleichung ein. Welches
Gleichungssystem fiir £ und £ erhalten Sie?

d) Zeigen Sie, daf} sich die Frequenzen der Eigenschwingungen des mechanischen Systems
aus dem Eigenwertproblem der in a) angegebenen Matrix

A Ap )
A=
T ( Ay Agp

ergeben und bestimmen Sie diese Frequenzen und Phasenverhéltnisse.
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Losung zu Aufgabe 1:

a;) Mit dem Energieerhaltungssatz
Die Hohendifferenz zwischen dem Anfangszustand und dem Ablosepunkt ist
Ah =1r(1 — cos ) und die Ablosegeschwindigkeit bezeichnen wir mit v4.
Die Ablosung erfolgt dann, wenn die Anpresskraft N, also die Differenz zwischen Zen-
trifugalkraft F; und Normalkraft Fy, null wird.

Fy; — Fy = 0 mit FZ:m? und Fy = mgcos ¢

Hieraus folgt:
(1) vi =rgcosp

Der Energieerhaltungssatz liefert:
(2) mgAh = tmuv}

(1) in (2) eingesetzt und umgeformt liefert: cos ¢ = 2

as) Mit Polarkoordinaten
Die Ablosung erfolgt dann, wenn die Anpresskraft NV, also die Differenz zwischen Zen-
trifugalkraft F; und Normalkraft F, null wird.
Fy; — Fy = 0 mit F;, = mr¢? und Fy = mgcos ¢

Hieraus folgt:
(1) ¢* = Zcos g

Die Hangabtriebskraft Fig hélt der Tragheitskraft Fr das Gleichgewicht und mit der
Bahngeschwindigkeit v = r¢ liefert das die Anfangsbedingung ¢(p =0) =0

Fy =Tr mit Fg = mgsiny und Fr = mrg

Hieraus folgt:

@) G=tsing

Multiplikation der Gleichung (2) mit ¢ und anschliefiende Integration liefert:
. 0

[ epdo=12 [ psingdyp

p=0 p=0

= —Zcospl§

¢p* = —2%(cos p — 1)

Dies in (1) eingesetzt und umgeformt liefert: cos p = %
b1) Mit dem Energieerhaltungssatz
Die Hohendifferenz zwischen dem Anfangszustand und dem Ablosepunkt ist
Ah =1r(1 — cos ) und die Ablosegeschwindigkeit bezeichnen wir mit v4.
Die Ablosung erfolgt dann, wenn die Anpresskraft N, also die Differenz zwischen Zen-
trifugalkraft F; und Normalkraft Fl, null wird.

2
VA

Fz — Fy =0 mit Fiz =m-2 und Fy = mgcos ¢
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Hieraus folgt:
(1) vi =rgcosp

Der Energieerhaltungssatz liefert:

(2) smug + mgAh = tmuv?

v5
3rg

2

> 2, also 16st sich der

(1) in (2) eingesetzt und umgeformt liefert: cosp = % +
Korper frither ab, als beim Gleiten aus der Ruhe heraus.

by) Mit Polarkoordinaten
Die Ablosung erfolgt dann, wenn die Anpresskraft N, also die Differenz zwischen Zen-
trifugalkraft F; und Normalkraft Fy, null wird.

Fy; — Fy = 0 mit F; = mr¢? und Fy = mgcos ¢

Hieraus folgt:

(1) ¢* =2Lcosp

Die Hangabtriebskraft Fig hélt der Trigheitskraft Fr das Gleichgewicht und mit der
Bahngeschwindigkeit v = 7¢ liefert das die Anfangsbedingung ¢(¢ = 0) =

Fy =Tr mit Fg = mgsing und Fr = mrg

Hieraus folgt:

(2)  ¢=tising

Multiplikation der Gleichung (2) mit ¢ und anschlieflende Integration liefert:

® Y
[ opdp=2 [ ¢singdp
p=0 p=0

¢? = —2%(cosp—1) + :—‘2%

2
Yo

e > 2 also 16st sich der
g 3

Dies in (1) eingesetzt und umgeformt liefert: cos ¢ = % +
Korper frither ab, als beim Gleiten aus der Ruhe heraus.

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



© j. gilg 03 AUFGABEN ZUR THEORETISCHEN MECHANIK 10
Losung zu Aufgabe 2:

Mit dem Energieerhaltungssatz

Die Hohendifferenz zwischen dem Anfangszustand und dem Ablosepunkt ist

Ah =r(1 — cos ) und die Ablosegeschwindigkeit bezeichnen wir mit v 4.

Die Ablosung erfolgt dann, wenn die Anpresskraft N, also die Differenz zwischen Zentrifu-
galkraft F; und Normalkraft Fj, null wird.

Fy; — Fy =0 mit Fzzmé und Fy = mgcos g

Hieraus folgt:
(1) v4 = rgcos ¢ und die Abrollbedingung w = *4

Der Energieerhaltungssatz liefert:
(2) mgAh = tmv? + L Jw?

(1) in (2) eingesetzt liefert:

mgr(1 —cos ) = L (m+ L )rgcosp

2
-
3+ mnr 2

Umgeformt erhélt man: cosp = < %, der Korper 16st sich also spéter ab als beim

Gleiten aus der Ruhe heraus.
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Losung zu Aufgabe 3:

a) Es gibt genau eine Zwangsbedingung:

p=\12+y?> =z -tana

Ein Massenpunkt besitzt 3 Freiheitsgrade, somit verbleiben 2 Freiheitsgrade.

b) Einfiihrung von Zylinderkoordinaten:
Ty =2 = PCosp = zZtan acos ¢
ry =Yy =psing = ztanasin g
r,=2z=22>0

vy = & = tana(Zcosp — z@sin @)
vy, =y = tan a(Zsin ¢ + z¢ cos p)
V, =2 =2

Hieraus folgt die Lagrangefunktion:
L=T-U=3Im(i*+ 9>+ %) — mgz

In Zylinderkoordinaten:
L = sm[Z2*(1 + tan? @) + 2%¢? tan? o] — mgz

c) Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen:

— =mz*ptan’a — =
0
doL OL d

T diop o di
mtan® a(2¢ + 222¢) =0 [1]

oL 1+t ) oL »? tan”
— =mz an’ o — =mz“tana —m
0z 0z ? g
d oL 0L
= S T, mz(1 + tan® @) — mzp? tan® o +mg = 0 [2]
Die z-Komponente des Drehimpulses ist mit dem Kreuzprodukt L = m(F X
zogen auf den Koordinatenursprung:

L, = m(ryv, — ryv;) = mz*ptan® o
Hiermit folgt fiir [1]

d d
—(mz*ptan® a) = E(Lz) = 0= L, = const.
Dies ist die Drehimpulserhaltung.

Dies in Gleichung [2] eingesetzt:
2

#(1 4+ tan” a) — +g=0 [2a]

mz3 tan «

11

o
P
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d) Kreisbahn als Losung fordert: z = zp = const. = 2 =2 =0
Aus [1] wird somit:
Zo()b =0
= p = w = wy = const.
= @ = wot + wy

Aus [2] wird somit:
20¢? tan? o = ¢ mit obigem Resultat

:> ZO — L — 3 Lig
wg tan? o m?2g tan? o

Dies bedeutet eine Kreisbahn mit dem Radius py = 2p tana = in der Hohe z,

wi tan a

mit der Winkelgeschwindigkeit wy.

e) Kleine Auslenkungen der Héhe um z:
2(t) = 20+ ((?) )
= 2(t) =¢(t) = Z(t) = (1)

Dies in [2a] eingesetzt:
" ) L? 1
(14 tan®a) —

=0
mzg tan® o (1 + %)3 9
Die Entwicklung: (1+ &) 3 ~1-3%

Damit erhalt man:

. 1.2 ¢
1 + tan? - _ (1-3=> =0
C( +tan a) ng’tan2a( z0)+g

2o aus Aufgabenteil d) eingesetzt:

C(1+ tan? @) + (3wj tan® )¢ = 0

p tan? o . tan’a _
C"‘ <3w§m> C = (0 mit m = Sln2a fOlgt

¢+ (Bw?sin®a) =0
Dies ist eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz Q = v/3 wy sin

Es gilt also:
C(t) = Cosin(Qt + () mit fy beliebige Anfangsphase

Z(t) = Zzy + C() SiH(Qt + ﬁo)

Dies ist eine harmonische Schwingung (Auf- und Abbewegung) um die Lage z; mit
der Kreisfrequenz (2.
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Losung zu Aufgabe 4:

a) Bewegungsgleichung der Kugel fiir die Gleitphase - die Kugel rollt noch nicht, d.h. die
Kugeloberfliche haftet noch nicht an der Unterlage, reibt aber daran.

Impuls- und Drehimpulsénderung erfolgen nur durch die Reibungskraft Fr = umg

Impulssatz: (1) p=mi=+Fp=+pumg
Drehimpulssatz: (2) L=J)=—-rFpr=—purmg

Hieraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen:
3)  Z=pg
4 o=-3

(1) - r + (2) liefert:
rp+ L =0= rp+ L =const.
Dies ist eine Bewegungskonstante.
b) Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung erhélt man durch zweimaliges Integrie-
ren nach der Zeit ¢ der Gleichungen (3) und (4):
z(t) = z(0) + £(0) - ¢t + Spgt?
p(t) = 9(0) + (0) - t — 22

Durch Einsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen erhilt man die vollsténdigen Be-
wegungsgleichungen:
(5)  a(t)=—b+ sugt’
(6)  o(t) = wt— 2942 und
(5a)  @(f) = pgt
60) (1) = w— Yar
c) Die Rollbedingung lautet: &(7) = r¢(7)
Mit (5a) und (6a) ergibt das:
2rw

— 3 —
pgT = TW — SuUgT => T = 5o

Die zuriickgelegte Wegstrecke s ergibt sich zu:

r2w2 rw2
Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist dann:
v=i(r) = pugr = trw,  @(r) = 2w

Die Anfangsenergie ist: Ey = 1Jw? = gmr?w?

Die Energie zum Zeitpunkt des Rollbeginns ist:
S ()2
B(7) = tma(r)? + 1Tp(r)? = S(ma(r)? + 2mr?200) = Smi(r)? = Zmr?w?
Die Energiedifferenz ist:
AE = Ey— E(1) = smriw?
Der prozentuale Verlust ist: AE—];J = % =60%

Die Relatlvgeschvvlndlgkelt ergibt sich zu: v,(t) = rp(t) — @(t)

AQ=[; Fer fo umg (ro(t) — o(t)) dt
= pmg(r [ o( dt o ( = pmg(r 90( ) = ©(0) =(z(1) — 2(0))) = ... = tmr’w’
7 >

25#9
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d) Abschlieende Ruhelage der Kugel:
Falls die Kugel in den Rollzustand iibergegangen ist, gilt: £ = r¢
Eingesetzt in die Bewegungskonstante von Aufgabenteil a):
rp+ L =rmi+ J = r’mp + 3r’m¢ = 2mr’p =const.= ¢ =const.
Die Kugel kann also nicht mehr zur Ruhe kommen, falls sie vor dem Stof} bereits rollt.

Der Stof} erfolgt zum Zeitpunkt ¢ = ¢ und es gelten folgende Reflexionsbedingungen:
w(t'—0)=w('+0) keine Reibung an der Wand
v(t'—0) = —v(t' +0) ideale Reflexion

Die Bewegung nach dem Stof§ (¢ > ¢') soll durch 2'(¢) und ¢'(t) beschrieben werden.
Der Stof} dndert also nichts an den Randbedingungen der Rotation. Die Rotation setzt
sich ungestort fort. Sie wird lediglich durch die Reibung Fr am Boden beeinflufit, die
jedoch auch nach dem Stofl mit Betrag und Vorzeichen gleich grof} ist.

(7)) (t) = (t) = wt — 2242 fiir ¢ > ¢/

Der Stof setzt neue Randbedingungen fiir die Translation:
(a) 2'(t") =0, (b) 2'(t') = —i(t))

Die Translation wird nach dem Stof} lediglich durch die unverinderte Reibung Fr be-
einflufit, so daBl weiterhin gilt: #'(¢) = pg fiir t > ¢/

Zweimalige Integration nach der Zeit ¢ liefert:

(8a) i'(t) = C1 + pgt

(8b)  a'(t) = Co + Cit + Lpgt?

Einsetzen der Randbedingungen:
(b) in (8a): &'(t') = C1 + pgt' = —i(t') = —pgt' = C, = —2ugt’
(a) in (8b): '(') = Cy + C1t' + Lpgt™ = 0 mit Cy = —2pgt’ folgt Cy = 3pgt™
und die Gleichung der Translation ergibt sich zu:
(8)  a'(t) = 3pugt” — 2ugt't + Lpugt? fir t > ¢
Stillstand fordert: (¢) '(t*) =0 A (d) ¢'(t*)=0
(c) liefert: —2ugt’ + pgt* =0 = t* = 2t'
: . 3 * x __ 2rw
(d) liefert: w — JI¢* =0 = t* = §¢

Der Stof} erfolgt also zum Zeitpunkt ¢’ = % und der Stillstand zum Zeitpunkt t* = 2¢'
Die Startentfernung b erhiilt man aus der Bedingung:
2,,2
z(t')=0= —b+ sugt? =0=0b= g
Die Ruhelage c erhilt man:
c=a'(t) = 2/ (2t') = Spugt”? — Apgt” + 2ugt”? = —Spgt”? = —b = x(0)

Die Kugel kommt an dem Punkt zum Stillstand, wo sie gestartet ist.
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Losung zu Aufgabe 5:

a) Das Massentrigheitsmoment eines homogenen Zylinders beziiglich seiner Symmetrieachse
ist:
J = %M R?
b) Fiir die Translationsbewegung der Achse S gilt:
Mis =puMg— cxg
Ts+ 1705 = g

Fiir die Rotationsbewegung um die Achse S gilt:

Jop=—-—puMgR
. uMgR
Y= —ZT

p =

c) Integration der Bewegungsdifferentialgleichungen fiir die Translation:
Ts + 37vs = pg Inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung mit 2 = /%
Die homogene Losung ist:
T, (t) = Ay sin Qt + Ay cos Qt
Der Ansatz fiir die partikuldre Losung ist zg_,, = As:
Dies eingesetzt in die Differentialgleichung liefert:
€A, =
M3 ng

— pMg
= l‘spa.rt -

c

Die Losung ist also:

L5(t) = Lo (1) + 500

z5(t) = Apsin Qt + Ay cos Qf + £29
Ts(t) = A1Qcos Qt — AyQsin Ot

A; und A, sind iiber die Anfangsbedingungen x5(0) = 0 und 25(0) = 0 zu bestim-
men:

Al = 0 und AQZ—”AC/IQ :—%

Hieraus folgt:
r5(t) = 55(1 — cos Q)
Tg(t) = & sinQt

Integration der Bewegungsdifferentialgleichungen fiir die Rotation:
. . 2

Bt ==

o(t) = =%t + By

B folgt aus der Anfangsbedingung ¢(0) = w:
Bl = w

Hieraus folgt:
P(t) = w — 28t
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d)+e) Es soll Rollen gefordert werden: i5(t) = R(t)

4 gin Ot = R(w — 244¢)

; - _ RQ
sin Qt = —20¢ + g W

Dies ist eine transzendente Gleichung. Graphisch sucht man den Schnittpunkt einer
Sinusfunktion mit einer fallenden Geraden. Ist die Steigung der Geraden geringer als
die geringste Steigung der Sinusfunktion, so gibt es nur einen Schnittpunkt. Die gering-
ste Steigung der Sinusfunktion liegt im Wendepunkt zum Zeitpunkt ¢t = % = & Diese
ist mg, = —(. Die Steigung der fallenden Geraden ist mger = —2€2. Diese ist kleiner,
also existiert nur ein Schnittpunkt.

Der Zeitpunkt 7 fiir den ersten Umkehrpunkt fordert: £5(7) =0

BsinQr=0=717=25

Q Q
Die Walze befindet sich dann am Ort zg(7) = 24
Das Rollen soll zu diesem Zeitpunkt 7 erfolgen, also bei Zg(7) = 0, und dies legt

eine obere Grenze fiir w fest.

i5(1) = Rp(T)
=0=Rp(r) = ¢(1) =0

0=R(w—2ex)

R

2l

A 2mpg
= W= Rg

f) Fiir den Beginn des Vorgangs mit @ und Rollen im ersten Umkehrpunkt:

AE = E(0) — E(1) = LJ&% — (Lexs(1)? + LTgp(7)?)

2

mit J = M R* und &% = 47;;2“;292 und zg5(7)% = 4‘5{’2 und ¢(7)? =0 und Q* = &
AFE E(1) Lexg(r)? 2
:—:]_— :1—72 :---:]_——: —
d E(0) E(0) 1 Jw? o =0T =T0%
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Losung zu Aufgabe 6:
Der Energieerhaltungssatz liefert:

1 Mm 1 Mm

—muv,, — = —Mvy — V——F—
9 o] Y T_go 9 0 Y T_g

M
= vg = vzo + 27—r 1]
0

Der Drehimpulssatz liefert:

dvsg = ToV0 2]
2
r
= 02 = vgd—g [2a]
Der Zusammenhang zwischen [2] nach ry aufgelost und [1] liefert vy ausgedriickt in d und vy.:
M M
V2 = v2 4+ 2y——vy = vE — 2’yd—v0 —v2 =0

AVso Voo

M M\?
UOI’QZ;/'U—:E (;T) —|—'ng0 Z'Uoo

Das Minuszeichen lieferte eine negative Geschwindigkeit

2
_ M M 2
Vg = dvoo +\/(dvoo> +voo
Somit folgt fiir ry:

2.2
duse d“v,

rn = =
Cov M /M (@)

[2a] in [1] liefert vy und vy, ausgedriickt in 7 und d:

2
2 270 M
— 20 L on "
Yo ,U()dg_'_ 77"0
2 2 2
2 o\ _ o [(d°— 15 _
Uo<—ﬁ>—27r0:ﬂ’o< 72 )—VT—O
N 2y M d?
Vg = 4[| ———ar
D el =)
2’)/M7"0
= Voo =
v d? —r?

Ist ro > Rg dann fliegt der Meteorit vorbei, ist rq < Rg dann schligt der Meteorit ein.

krit

o' erhdlt man fiir ro = Rp:

Die kritische Anfluggeschwindigkeit v

krit __

>\l Ry
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Losung zu Aufgabe 7:

a) Die kinetische Energie der beiden Massenpunkte ist:
T = im(i? + i)
Die potentielle Energie der Feder mit der Ruhelédnge [, ist:
U= %C(.’L‘Z — T — lg)2

Hieraus folgt fiir die Lagrange-Funktion:
L=T-U= %m(w% ‘f‘l‘%) — %C(.’L’Q — T — lg)2

Fiir die Bewegungsgleichungen folgt:
40L _ 0L _
dt Bij 81‘]‘

Fiir zy gilt somit:
d oL _ = oL

or1 C(.ng — T —l[))

:>m£i’1—0(1‘2—1‘1—l()):0

Fiir x5 gilt somit:
d JL - oL
- Oxo

= —c(xy — 21 — lp)

= miy+c(xe —x1 —lp) =0

Einfiihrung der Relativkoordinaten: x = %(xl + o) und a = x5 — x4
Hieraus folgt:

1 =T —
To =X +

NN

Die kinetische Energie der beiden Massenpunkte ist:
T =1im[(z — %)%+ (2 + %)% = im(22* + 1a?)

Die potentielle Energie der Feder mit der Ruhelénge [ ist:
U = 3c(a —1p)?

Hieraus folgt fiir die Lagrange-Funktion:
L=T-U=m(2&* + 1d®) — 5c(a — ly)?

Fiir z gilt somit:
oL

d90L _ 5 oL __
i o5 — 2mi or = U

=omi=0 [l

Fiir a gilt somit:
aorL _ 1, oL __ _ _
dtoa — 2@ e = —cla—1lo)

= tmi+cla—1) =0 2]
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Allgemeine Losung fiir 2 aus [1]:
2mr=0=2=0
x(t) = Ajt + Ay

Allgemeine Losung fiir a aus [2]:
Imi+cla—1lp) =0= i+ %q=2bh

2c

Inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung mit der Kreisfrequenz {2 = /=

Die homogene Losung ist:
anom (t) = By sin Qt + By cos Ot

Der Ansatz fiir die partikulire Losung ist: apae = Bs
Eingesetzt in die Differentialgleichung:
%Bg = % = B3y =,

Gpart = lo

Die allgemeine Losung ist:
a(t) - ahom(t) + Gpart
a(t) = BysinQt + By cos Qt + [y

Dies iibertragen auf:

i (t) = a(t) — 40

l'l(t) = Alt —+ Az — %(Bl sin Q¢ —+ B2 cos (2t + l())

xo(t) = x(t) + @
To(t) = Art + Ay + L(Bysin Qt + By cos Qt + I)

b) Die Anfangsbedingungen liefert die Integrationskonstanten:

21(0) = ¢
1'2(0) :§+ l[)
i5(0) =0

Hieraus resultieren die Anfangsbedingungen der Relativkoordinaten:

= #(0) = 5u

= Cl(O) = l[)

=a(0) = —u

Diese Anfangsbedingungen eingesetzt liefert:
Al = %U/

Ay =&+ 3l

Bl — —%

B2 = 0
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Dies alles eingesetzt liefert die Bewegungsgleichungen:

o(t) =4t + £+ 1
l‘(t) = % " j‘ ~cos
a(t) = —5sinQt + I &1(0)
a(t) = —ucos Ot
21 (t) = B + LsinQf + € ’
t1(t) = 5(1 + cos Q)
o o (t)

~— COS
Ty(t) = 5t — 55sin QU + &+ 1y .t
Ty(t) = 5(1 — cos ) T=2z

Die Bedingung, damit die beiden Massen vor dem Stof} nicht zusammenstoflen ist:
a(t) >0
—6sinQt + 1y >0

& §in 2t < Iy
N——
<1

Umax < 2

c) Bedingung dieses Stofies (I) ist:
l'Q(t) = 0, .I'g(t) = 0, .I'g(t = ( fiir tl S t S tg
und xl(tl) = —lg, l'l(tl) =Uu

x(tl):%
i‘l(t_1)>=u :tg(tl)ZO
} T } >
ml(tl):flo I(tl):f%) IQ(tl):O
z(t)=0
:ﬁl(t):o i‘Q(t):U
t >
z1(t) z(t) x2(t)=0
I(tz)zf%
1'1'52:—21 :tg(tg):()
} t } >
:El(tg):—lo z‘(tz):—%o z‘z(tz):()
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Die Lagrange-Gleichung fiir diesen Stofiprozef} lautet somit:
L=T-U-= %m(ﬁ + l‘; ) - %C( To —T1 — l0)2 = %me - %C(.’El + l0)2
-0 =0
Die Bewegungsgleichung fiir die linke Masse lautet also:
ma’él + C(ZL‘l + lo) =0
i‘l + %1‘1 = —%
Dies ist eine inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung mit Kreisfrequenz ¥ = \/%
Die allgemeine Losung ist:

x1(t) = CysinW(t —ty) + Cycos U(t —t1) — Iy

x(t)
Anfangsbedingungen eingesetzt: 1 vorStoB 4 t2  nach Sto
Ci=g
Cy=0

Y

~sin Ut

Somit ist die Losung: Io
ri(t) = §sinW(t —t;) —lo
S 2(t) = L (t) + aa(8)) = 3 (1) ”
x(t) = —3lo + 5% sin (¢ — )

o(t) = 5cos W(t —ty)

Die Stofidauer T; = t, — t; ist gerade die Zeit fiir eine halbe Schwingungsperiode der
linken Masse:
T, =12r — =

20T U
(t)

wle

~cos Ut

Y
S~

Wl

vor Stof3 1 to  nach Stof
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I) ist:

d) Bedingung dieses Stofes (I

x(t) = =2, @(t) =0, i(

und .ng(tl) = 0, .ng(tl) == —%
Tty )=%
B()=4 (1))~
T > T
mty)=lo  alty)=—"9 22 (ty)=0
i(tl):o
ml)g/\/l\m —
t T t > T
:El(tl):—lo x(tl):—%o z‘z(tl):O

Y

I(tz):()
@1 (te)=—7% do(ta)=1
-~ —
t 1 ; >
:El(tg):—lo z‘(tz):—;o z‘z(tz)_()
(t3)=—1%
1(t5)=—1% Ba(tf)=—12
-— -~
} t ; t > T
ml(t;):flo I(t;)zfg Iz(t;—):o

Die Lagrange-Gleichung fiir diesen Stofiprozefl lautet somit:

L=T-U=1im(24" +1d®) — Lc(a—1p)? = ima® + ic(a — lp)?

~ 2

=0
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Die Bewegungsgleichung fiir den Relativabstand a lautet also:
Ima? + %c(a —1p)?

4
i+ 2q = 2h
Dies ist eine inhomogene Schwingungsdifferentialgleichung mit Kreisfrequenz €2 = %
Die allgemeine Losung ist:
a(t) = DysinQ(t — t1) + Dycos Q(t — 1) + 1o
Zusatzliche Anfangsbedingungen sind
mit a(t) = 2(zo(t) — z(t)):
i) (tl) =0
Ty(ty) = —5% a(t)

1 ~—sin Qt ~—sin Qt
= a(tl) = l()
Anfangsbedingungen eingesetzt: lo
D, =—5
D2 == 0

~—sin Qt

Somit ist die Losung: .1
a(t) = l() — % sin Q(t — tl) vor Sto3 ¢ ts  nach Stof

Die Stodauer T7; = ty — t; ist gerade die Zeit fiir eine halbe Schwingungsperiode
der beiden Massen:
TII —12r _ 7w

2°Q Q
x(t)
A  vorStofl t ta nach Stof§
lo
T2
~t ~—t
i (t)
A
v 4 _
2
> 1
_u
2
vor Stof3 ¢ ta nach Stof
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e) Damit der Schwerpunkt ideal reflektiert wird, miissen folgende Anfangsbedingungen gel-

ten:

z1(t7) = —lo
@1(t;) =0
To(t;) =0
To(ty) = u

w1 (t) = 5t + 55 sinQt + ¢
T1(t) = 5(1 + cos Q)
Ty(t) = 5(1 — cos Q)

Aus £1(t;) =0
St =Z

Daraus folgt fiir £ der Bewegungsgleichungen:

To(ty) =0

Ta(t)) = 22(H) = 565 — 35N QG +E+ 1 =0

= g - —lg - %

Alle Anfangsbedingungen sind fiir dieses { = —ly — 55 erfiillt und somit ergeben sich
fiir die Bewegungsgleichungen der beiden Massen:

r1(t) = 5t + 55 8in Qt — [y — & oder anders formuliert

z1(t) = 2(t+ 5sinQt — Z) — I
Ty(t) = 5t — 55 sin Q4 — 7= oder anders formuliert

To(t) = 4(t — &sinQt — )
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Losung zu Aufgabe 8:

a) Es wirken keine dufleren Krifte und keine &ufleren Momente.
b) Impulserhaltungssatz:
(1): mv = Mvg +mu < (la) : m(v —u) = Muvg

Drehimpulserhaltungssatz:
(2): mav = Jsw + mau < (2a) : ma(v —u) = Jsw

Energieerhaltungssatz:

(3): smo? = T Jsw? 4+ s MoE + smu? < (3a) : m(v? — u?) = Jew? + Mv

Dies sind drei Gleichungen mit den drei Unbekannten vg, w, u.

Die Losung erhélt man nach geschickter Rechnung:
(la)-a—(2a) = (4): w= Mvs

Dies in (3a) liefert:
(5): m(v+u)(v—u) = M(1+ MJZ JuZ

(5):(1a) liefert:
2 2
vtu=(14+5%)vs = (6): u=(1+Y")vs —v

Dies in (1a) liefert:
m(2v — (1 + ]\22)1}5) = Mvg = vg = 2mJgv

1
(m+M)Js+Mma?

Mit p = % und Jg = 1—12Ml2 erhélt man:

1 1, 1
(m+M)Js+Mma? 67 (%)2+5 (p+1)

vs(a) = 2mJgv
Dies eingesetzt in (4) liefert:
w(a) = 2¢ (1)
P($)2+ 15 (ut1)

und in (6) eingesetzt liefert:
2 +15(1-1)

da ()% + 15 (u+1))

iwmam:w(%\/%(ﬂ_kl)): % 3(”—14-1)

Fﬁr0<u<2istaw fiiru>21staw>%.
()+ (- )

l

Fur0<u<4lstau<%,fﬁru>4istau>§.
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Skizzen:
Us
A
I
W
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Losung zu Aufgabe 9:

a) Die Schienen nehmen jeweils 2 Freiheitsgrade auf, so verbleiben insgesamt noch 2 Frei-
heitsgrade. Die fiir die Aufgabe benutzten Richtungseinheitsvektoren lauten:

S (1N . (1Y . [0
€r = 0 766_5 1 7ey_ _1

Die obere Masse m befindet sich an dem Ort z - €,
die untere Masse m befindet sich an dem Ort & - €,
der Punkt B befindet sich an der Stelle —a - €,

Kriftebilanz fiir die obere Masse m:

Kraft der Feder im Punkt B:

F, =c¢(—a—2)&, = c(—x — )&,

Die Projektion der Kopplungskraft rnit der unteren Feder auf é:
Fyy = c[(£8 — 18,) - €,)8, = c(—x + §)&,

Die Kraft auf die obere Masse betragt also:

F = FeI—F1+F21_c( 2x+\/— a)é;

= F, =mi=c(— 2x—|—f—a)

Kriftebilanz fiir die untere Masse m:

Die Projektion der Kopplungskraft mit der unteren Feder auf é&:
Fiy = c[(wéy — £6) - Eelée = (5 — §)é

Die Projektion der Gewichtskraft auf é:

Fo = mgle, - &]ée = -4

Die Kraft auf die obere Masse betrégt also:

Fe = Fée = Fio + Fo = (& — §) — 24)
:ngmfzc(%—f)——

Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen:

1‘_—( 21’4—7—@)

5__(\/— 5)

Man definiert den Bewegungsvektor:
* x(t)
X(t) =

=)

Setzt man die Bewegungsgleichungen nun ein, erhélt man eine Matrixform:

o 2 —L o _ca

Yo --2( % 7 ) s+ %)
m\ T V2

B

I 4

X(t)=A-X(t)+ B
A

ist eine symmetrische Matrix. Sie kann diagonalisiert werden.
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b) Herleitung des Energieerhaltungssatzes:
Xt)=A-Xt)+B |-X()

m (X'(t)) =2 <[A)?(t)] )?(t)) +mB )?(t) + const.
m ()?(t))i—% ([A-X(t)] )?(t)) — mB )?(t)/: const

V(z, &) = ca? — 5§+ £ + cax + %ﬁ

¢) Bestimmung der statischen (zeitunabhingigen) Ruhelagen & und £:

wl

V2 V2

Schwingung um die Ruhelagen:
X(t)=X+X(t)
X(t) = X(#)

(V2 otom )
2v/2
Vo g

Eingesetzt in die Matrixbewegungsgleichung mit X = —A~" B liefert:
X(t)=A-X(t)
d) Bei der Schwingungsgleichung um die Ruhelagen hebt sich notwendigerweise die Inho-

mogenitit B weg und man erhilt ein homogenes Differentialgleichungssystem.

Eigenwerte und Eigenfrequenzen:
det(A—AE) =0

1
2-X — )
- 1=
V2

=2X2 —6A+3=0
M=1B+V3)=wl=%L\ 2w =4/52(3+V3)

AQZ%(3—\/§):>W%_C)\2:>WQZ ﬁ(S—\/g)

T m
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—

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren (A — \E) - o; = 0:
Der Eigenvektor zu A\ =

RO

Eine Normlerung liefert:

1
2 . Uz10
=1 Uy10

= 2
= Vo = 3—\/5(_ 3

L(
5
) gegenphasig

/N

Der Eigenvektor zu Ay = $(3 — /3):

1
" + . .
Ty = ( S ) = ( N ) gleichphasig
2

Eine Normierung liefert:
1
Y D V2 _ [ Ya20
T Vs ( —‘/gzﬂ ) < Uy20 >
Bildet man aus den normierten Eigenvektoren eine Transformationsmatrix 7', die or-

thogonal ist und die Determinante detT = +1 besitzt, so erhélt man mit X () = T Z(t)
in die Matrixform eingesetzt:

T — Uz10 Vz20
- Uy10  Uy20

X)) =A-X(t)

S

T-Z(t)=A-T-Z() |-T " vonlinks

D ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten in der Hauptdiagonalen:

i )\1 0 _m w% 0
D= < 0 Ao > o < 0 w% )
Hieraus folgt:
Z(t) = Zi(t) \ _ [ cicos(wit + 1)
Zy(1) 2 cos(wat + o)
Die Losung lautet:

— —

X(t) = I . Z(t) = UTO . Zl(t) =+ 7)50 . Zg(t) = 011710 COS(wlt =+ g01) —+ 621720 COS(LUQt —+ (,02)

Die Unbekannten ¢y, ¢, 1, 2 bestimmen sich durch die Anfangsbedingungen der bei-
den Massen.
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