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Aufgabe 1:
Ein Kugelstofler sto3t eine Kugel aus der Hohe H unter dem Winkel von ¢ mit der Hori-
zontalen und der Geschwindigkeit v weg.

a) Welche Wurfhohe H,y erreicht die Kugel und welche Zeit ¢q,, ist sie bis zum Aufschlagen
auf dem Boden in der Luft?
Wie grof} ist somit die Wurfweite W7

b) Unter welchem Winkel ¢y, mufl die Kugel abgestoflen werden, damit sie maximale
Wurfweite Wp,.x erreicht?
Wie dndert sich dieser Winkel, wenn H = 0 ist oder wenn H — oo geht?

Aufgabe 2:
.. S S,
h
Ay
1. Stufe
A
2. Stufe

3. Stufe

Ein punktférmig gedachter Ball bewege sich mit der Geschwindigkeit vy auf der obersten
Stufe (0. Stufe) einer Treppe mit der Stufenhthe h und der Trittbreite b senkrecht auf die
Trittkante zu und falle dann im freien Fall auf die 1. Stufe. Dort - und auf allen weiteren
Stufen auch - werde er ideal reflektiert (d.h. Einfallswinkel = Ausfallswinkel und der Betrag
der Auftreffgeschwindigkeit bleibt erhalten) und springe dann auf die 2. Stufe und so fort.

a) Berechnen Sie die Koordinaten des Aufschlagspunktes A, (x4 ,/ya,») auf der n-ten Stufe
unter der Voraussetzung, dal der Ball auf jeder vorhergehenden Stufe genau einmal
aufspringt. Der Koordinatenursprung soll in der obersten Treppenkante liegen.

b) Berechnen Sie die Scheitelpunkte S,,(zs ,/ys, ) der Flugbahn.

c¢) Innerhalb welcher Grenzen (Umin, Umax) mul vy liegen, damit der Ball auf der 1. Stufe
genau einmal aufspringt?

d) Zeigen Sie unter der Annahme vy = vy, dafl der Ball auf den ersten 5 Stufen hochstens
je einmal aufspringen kann und daf} dieses Ergebnis unabhéngig von A und b ist.

Anleitung:

Bei idealer Reflexion haben alle Scheitelpunkte der Bahn die gleiche Hohe yg ,, = 0. Gehen
Sie aus von der Aufsprungzeit t,, auf der n-ten Stufe (Summierung der vorhergehenden Fall-
und Steigzeiten).
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Aufgabe 3:
Ein Hobby-Bastler besitzt 2 Schraubenfedern SF; und SF; mit den jeweiligen Ruheléngen
[y =2m bzw. I3 = 1,5m und den zugehorigen Federkonstanten C = 15 g bzw. Cy = 30 g
Er benétigt jedoch eine Ersatzfeder mit der neuen Gesamtruheldnge s = 2m und der
Federkonstanten C' = 18 % Um diese herzustellen, schneidet er von SF; und SF, je ein
Teilstiick der Lange s; bzw. s ab und schaltet diese hintereinander.

a) Wie lang sind die verwendeten Teilstiicke s; und s,7?

b) Welche Energie F, ist in der neuen Feder enthalten, wenn sie auf eine Gesamtlénge von
Sges = o gedenht wird, und wie verteilt sich die Gesamtenergie auf die Teilstiicke?

Anleitung:
Stellen Sie die Teilstiicke in der Form s; = a - [; und s, = b - [y dar und schreiben Sie die
Gleichungen fiir die Gesamtldnge s und die neue Federkonstante C' auf.

Aufgabe 4:
Zwei Massen M und m seien iiber

Umlenkrollen durch ein masseloses, nicht
dehnbares, flexibles Seil miteinander ver-
bunden. Die Umlenkrollen seien masse-
los; an keiner Stelle des Systems treten
Reibungskréfte auf. Die Masse m sei so
gefiihrt, daf} sich jede horizontale Bewe-
h gung von M auf m iibertriagt. Das System
l werde zunichst so festgehalten, dafl der
Abstand zwischen der Unterkante von m
M Al und der Oberkante von M gerade h be-
(@) (@) tragt.

LaBt man das System los, so fiihrt es eine gleichméflig beschleunigte Bewegung aus. Wie
lange dauert der Beschleunigungsvorgang?

Aufgabe 5:
Ein homogener Stab der Linge L steht auf einem glatten Y
(u = 0), horizontalen Boden senkrecht an eine glatte,
senkrechte Wand gelehnt. Sein unteres Ende werde nun
senkrecht von der Wand weg leicht ausgelenkt und dann
stofrei losgelassen, so dal der Stab ohne Anfangsge-
schwindigkeit frei féllt. Bei der Bewegung soll weder am S
Boden noch an der Wand Reibung auftreten. Berechnen
Sie den Winkel ¢y, den der Stab mit dem Boden in dem
Augenblick einschliefit, in dem sich das obere Stabende
gerade von der Wand 16st. 1
Anleitung:
Beniitzen Sie den Energieerhaltungssatz und dessen zeitliche Ableitung.
Die Bedingung fiir den Ablésepunkt ist, dafl - von diesem Augenblick an - der Stabschwer-
punkt S in horizontaler Richtung keine weitere Beschleunigung erfihrt.

8

In einem zweiten Versuch sei Reibung an der Wand und am Boden mit 0 < p < 1. Bis
zu welchem Winkel ¢; bleibt der Stab stehen ohne zu gleiten?
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Aufgabe 6:

Der homogene Balken AB mit dem Eigenge-

wicht G ist am Ende A reibungsfrei gelenkig

C gelagert und am Ende B durch ein Zusatzge-

wicht K belastet. Der Balken wird durch das

® masselose Seil BC' in der horizontalen Lage ge-
halten.

Bestimmen Sie die Reaktionskraft R des Lagers

in A (in Betrag und Richtung) und die Kraft T
im Seil.

N Y
wy)

Aufgabe T7:

Ein Korper der Masse m liegt auf einer mas-
selosen Waage, diese wiederum auf einem drei-
eckigen masselosen Keil, der auf einer schiefen
Ebene mit dem Neigungswinkel ¢ reibungsfrei
gleiten kann. Zunéchst sei der Keil festgehalten
und die Waage zeigt ein Gewicht von G = 80N
an.

Die Schnur wird abgeschnitten und das Sy-
stem gerdt in Bewegung. Die Waage zeigt nun
G* =60N an. v

a) Welchen Neigungswinkel ¢ hat die schiefe Ebene?

b) Welches Gewicht G, hitte die Waage - bei einem Gleitreibungskoeffizienten zwischen

Keil und schiefer Ebene von p = ﬁg - angezeigt?

Aufgabe 8:

Die beiden Korper K7 und K, mit den
Massen m; und my (mit m; > my)
1 sind zunéchst in Ruhe, das masselose
Seil ist gespannt. Die gezeichnete
Anordnung stellt diesen Zustand dar.

Es sei AB=h

<—?—>|3

a) Die Korper setzen sich nun in Bewegung. Berechnen Sie ihre Beschleunigung, wenn fiir
den auf der schiefen Ebene gleitenden Korper K ein Reibungskoeffizient p wirkt.

b) Nach welcher Zeit ¢; und mit welcher Geschwindigkeit v; schligt der Korper K auf dem
um h tiefer liegenden Boden auf?

c) Nach dem Aufschlagen von K; auf dem Boden bewegt sich Ky auf der schiefen Ebene
von B bis C weiter und gleitet anschlieflend wieder zuriick.
Berechnen Sie die Linge = der Strecke BC, sowie die Geschwindigkeit vz mit der Ks
wieder im Punkt B ankommt und berechnen Sie das Geschwindigkeitsverh&ltnis 1’}’—;

d) Im Punkt B spannt sich das Seil ruckartig, da der Korper K, sich noch weiterbewegt
und Korper K mitreifit. Mit welcher Geschwindigkeit vyem beginnen die beiden Kérper
diese Bewegung?
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Aufgabe 9:
Wo liegt der Schwerpunkt eines geraden Stabes der Linge L von konstantem Querschnitt
A, wenn die Dichte des Stabes vom Wert py am einen Ende bis zum Wert 5py am anderen
Stabende linear zunimmt?

Aufgabe 10:
Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlédnge a und der Masse m rotiere um eine Achse, die
durch eine Ecke des Dreiecks geht und senkrecht auf der Dreiecksfliche steht. Berechnen Sie
das Massentragheitsmoment J des Dreiecks beziiglich dieser Achse.

Aufgabe 11:
Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment der Kugel 22 + y? + 22 = R? beziiglich der z-
Achse. Es handelt sich hierbei um eine Kugel um den Ursprung mit dem Radius R, der
Masse m und der konstanten Dichte p.

Aufgabe 12:
Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment der Kugel 2% + y? + 22 = R? beziiglich der z-
Achse. Es handelt sich hierbei um eine Kugel um den Ursprung mit dem Radius R, der
Masse m und der konstanten Dichte p.
Dies ist dieselbe Aufgabe, nur beniitzen Sie bei dieser Rechnung Kugelkoordinaten und ent-
scheiden selbst, was fiir Sie einfacher zu rechnen ist.

Anleitung:

Beniitzen Sie die folgende Transformation in Kugelkoordinaten:

x =rsindcosp, y = rsindsiny, z = rcos ), dV = r?sin 9 dddpdr

2?2 + 9% = r?sin® ¥ cos? ¢ + r?sin? ¥ sin? p = r?sin® ¥(cos? ¢ + sin? ) = r2sin

Aufgabe 13:
Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunkts einer Halbkugel mit dem Radius R und
der Masse m bei konstanter Dichte p.

Aufgabe 14:
Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment eines geraden Kreiskegels beziiglich seiner Sym-
metrieachse (z-Achse). Der Kreiskegel besitze die konstante Dichte p, die Masse m, die Héhe
H und den Radius R.

Anleitung:

Beniitzen Sie die folgende Transformation in Zylinderkoordinaten:
r=rcosp, y=rsing, z =2z, dV =rdrdpdz

2?2 + 4% = r?(cos? p + sin? ) = r?

Mit den Grenzen des Kreiskegels von:
0<r<Zf£z0<p<2r,0<z<H

Aufgabe 15:
Berechnen Sie die Masse M einer Kugel vom Radius R, deren Dichte linear mit dem Abstand
vom Mittelpunkt von 0 auf py zunimmt.
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Aufgabe 16:
Eine homogene Halbkugel mit dem Radius r soll ent-
sprechend der Skizze auf ebenem Boden so aufgestellt
werden, dafl sich die Kugelfliche an der senkrechten
Wand anlehnt und die ebene Fléche der Halbkugel zur
Wand parallel ist. Der Haftreibungskoeffizient p (mit
0 < p < 1) sei an Wand und Boden gleich grof}. Wel-
chen Zahlenwert mufl © mindestens haben, damit die
Halbkugel nicht abrutscht? Welche Krifte (Betrag und
Richtung) werden in diesem Fall von Boden und Wand
auf die Halbkugel ausgeiibt? (zg = 2r) x

T

Aufgabe 17:
Am Rande einer kreisformigen, horizontalen Schwungscheibe (Radius R, Masse M) mit ver-
tikaler Drehachse durch den Scheibenmittelpunkt (keine Achsreibung in den Lagern) befinde
sich ein Kind (Masse m). Das ganze System sei zunéichst in Ruhe. Nun beginnt das Kind
entlang des Randes der Scheibe im Kreis zu laufen. Wie grof} ist die Winkelgeschwindigkeit
w der Scheibe in dem Augenblick, in dem die Relativgeschwindigkeitkeit des Kindes zum
Rand den Wert v, hat? Wie grof} ist dann die in der Scheibe enthaltene Rotationsenergie?

Aufgabe 18:
Ein homogener Zylinder der Masse m, konstanter Dichte p mit seiner Symmetrieachse in
z-Richtung hat eine Linge H, einen Radius R und seinen Schwerpunkt S im Ursprung.
Dieser rotiere um die z-Achse. Berechnen Sie das Massentrigheitsmoment dieses Zylinders
beziiglich der gegebenen Achse.

Aufgabe 19:

Ein unachtsamer Raucher legt seine eben erst angeziinde-
te filterlose Zigarette (Durchmesser 2r, Linge L) so in
einen Aschenbecher, daf} sie unter dem Winkel o geneigt
ist und mit einem Stiick der Lidnge a nach auflen ragt.
Wie lange wird es dauern, bis die Zigarette kippt, falls
die Asche nicht abbricht?

Zur Vereinfachung der Rechnung sei angenommen, dafl der veraschte Teil der Zigarette
(Lénge x) die urspriingliche Gestalt aufweise. Die konstante Glimmgeschwindigkeit sei u
und das Verhiltnis der Dichten von Asche und Tabak sei k < 1.

Zahlenwerte: L = 7cm, a=2,8cm,u=0,5<> r=0,35cm, « = 11°19, k =0, 3

min’
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Aufgabe 20:

ETWAS ANDERE MECHANIKAUFGABEN 6

Eine ebene, quadratische, homogene, diinne Platte mit
der Seitenlinge a und dem Massentrigheitsmoment
Js = %ma2 beziiglich einer zu ihr senkrecht verlaufen-
den reibungsfreien Achse durch ihren Schwerpunkts S
soll im Schwerefeld der Erde kleine Schwingungen -
als physikalisches Pendel - um eine um x verschobene,

parallele Achse durch A ausfiihren.

a) Wie grofl mufl der Abstand x zwischen Schwerpunkt S und Drehpunkt A gew&hlt werden,
damit die Schwingungsdauer T'(z) minimal wird?

b) Wie grof ist Tinin?

c) Geben Sie alle weiteren Durchstofpunkte paralleler Achsen mit der Platte an, fiir die
sich dieselbe Schwingungsdauer Ty, ergibt?

Aufgabe 21:

/.

1

my

mo \\Sﬁ

l

Eine runde, homogene Stahlscheibe mit einem

Radius von ry = 20cm und einer Dicke von
d = 2cm ist auf eine Achse mit dem Radius
ro = 2cm gleichen Materials aufmontiert, so

dafl die Achse links und rechts je mit der Léinge
[ = 20cm heraussteht. Auf beiden Seiten der
Achse wird je ein masseloser Faden gleichsinnig
aufgewickelt und danach mit seinen Enden an der
Decke befestigt.

Berechnen Sie die Fallgeschwindigkeit vg der Scheibe, nachdem sie eine Hohe Ah = 1m
durchfallen hat und vergleichen Sie diese mit der Geschwindigkeit vg.;, die der Korper im
freien Fall erreicht hétte. Welcher Bruchteil der gesamten Energie steckt dabei in der Rota-

tion?

Aufgabe 22:

Ein zunéchst ruhender Eimer der Masse M wird mittels eines Seils mit konstanter Kraft F'in
einem Ziehbrunnen hochgezogen. Zu Anfang enthélt der Eimer eine Wassermenge my, aber
durch ein seitliches Loch stromt eine pro Zeiteinheit konstante Wassermenge wieder aus, so
dafl der Eimer nach der Zeit T leer ist. Der Eimer soll innerhalb der Zeit 1" den oberen Rand
des Brunnens noch nicht erreicht haben. Wie grof} ist die Geschwindigkeit vy des Eimers
zur Zeit T, wenn die Kraft F' gerade so grof} ist, dafy die Bewegung mit der Beschleunigung
a(0) = 0 beginnt?
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Aufgabe 23:

Eine masselose Schraubenfeder (natiirliche Lénge [y = 2 m, Federkonstante C' = 2,5 %) wird
zwischen zwei festen Punkten A und B (Abstand d = 3m) auf einer glatten, horizontalen
Unterlage eingehéngt. In der Mitte der Feder sei eine punktférmige Masse m = 0,1kg
befestigt, die sich reibungsfrei auf der Unterlage verschieben 14f3t. Die Masse m werde nun
um ¢ = 3cm in Richtung der Verbindungslinie AB aus der Ruhelage gezogen und dann
stoBfrei mit der Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 losgelassen.

Berechnen Sie die Zeit t;, die die Masse m zum Durchlaufen des ersten Zentimeters seiner
Bahn nach dem Loslassen benétigt.

Aufgabe 24:
Gegeben sei ein symmetrischer Kreiskegel (erzeugender Winkel o = 45°), dessen Achse
vertikal stehe. Auf der Verlangerung der Kegelachse befinde sich im Abstand x oberhalb
von der Kegelspitze der Punkt A, in dem mit einem masselosen, nicht dehnbaren Faden der
Lange [ (mit 0 < z < [) eine Punktmasse m aufgehéingt sei. Die Masse m liegt auf dem
Kegelmantel auf.

a) Berechnen Sie den Betrag der Kraft 7' im Faden (Fadenspannung) als Funktion von x
und die vom Kegel auf die Masse m ausgeiibte Kraft N.

b) Wird der Punkt A von x = 0 bis x = [ auf der vertikalen Achse verschoben, so muf}
dabei Arbeit verrichtet werden. Berechnen Sie die erforderliche Arbeit.

Aufgabe 25:
Zwischen zwei auf gleicher Hohe liegenden Punkten A und B (Abstand d = 3m) sei ei-
ne masselose Schraubenfeder (natiirliche Linge Iy = 2m) eingehéngt. Im Mittelpunkt der
Strecke AB werde nun eine Masse m = 1kg auf die Feder aufgesetzt und stoflfrei mit der
Anfangsgeschwindigkeit vy = 0 losgelassen.

a) Berechnen Sie die Federkonstante C' dieses Systems unter der Annahme, daf§ die Masse
m nach Durchfallen der Strecke Ah = 0,8 m wieder zur Ruhe kommt.
(Unterer Umkehrpunkt der Schwingung)

b) Welche Kraft F' (Betrag und Richtung) wirkt im unteren Umkehrpunkt der Schwingung
auf die Masse m?

Aufgabe 26:
Durch die Erde sei entlang ihrer Rotatiosachse ein Loch gebohrt. Am Nordpol lasse ein Mann
aus der Ruhe heraus einen Stein in dieses Loch fallen.
Wie lange muf} er warten, bis er den Stein wieder auffangen kann?
(Zur Berechnung sei angenommen, daf§ die Erde eine homogene Kugel mit der Dichte p sei
und der Stein keinerlei Reibungskrifte erfahre)
Die gefundene Zeit soll verglichen werden mit der Umlaufzeit eines erdnahen Satelliten auf
einer Kreisbahn.
(Bahnradius ist gleich Erdradius und es soll keine Luftreibung beriicksichtigt werden)
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Aufgabe 27:
Mit welcher Mindestgeschwindigkeit vy miifite ein Korper (konstante Masse m) von der
Erdoberfliche aus senkrecht abgeschossen werden, damit er auf den Mond trifft?
Mit welcher Geschwindigkeit vy trifft er dann auf dem Mond auf?
Verwenden Sie zur Berechnung folgende Daten:
Erde und Mond seien kugelférmig und Luftreibung werde vernachlissigt
Abstand der Mittelpunkte von Erde und Mond: d = 3,8 - 103 m
Erdradius: Rz = 6,37 -10°m
Erdmasse: Mg = 5,98 - 10* kg

Mondradius: Ry, = %
Mondmasse: M; = %
3

Gravitationskonstante: f = 6,67 - 10! =,
gs
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Losung zu Aufgabe 1:
Ein schiefer Wurf ist eine zweidimensionale Bewegung. Man wé&hlt zwei aufeinander senk-
rechte Koordinaten z (nach rechts positiv) y (nach oben positiv). Der schiefe Wurf teilt sich
in zwei voneinander unabhéngige, senkrecht zueinander stehende Bewegungen auf. Bildet
die Abwurfgeschwindigkeit v einen Winkel 0° < ¢ < 90° mit der Horizontalen, so zerlegt
man diese in ihre Komponenten:

Uy = VCOS
vy = vsing

In z-Richtung: Gleichférmige Bewegung mit der Horizontalgeschwindigkeit v, = vcosp
In y-Richtung: Senkrechter Wurf nach oben mit Vertikalanfangsgeschwindigkeit v, = vsin ¢
und der Abwurfhéhe H

x(t) = vt = (veos) - t
y(t) = —1gt* + vt + H = —5gt* + (vsing) - t + H

Fiir die Geschwindigkeiten in der jeweiligen Koordinatenrichtung gilt:

vz(t) = vcos
vy(t) =vsinp — gt

Der Scheitel liegt bei:

v?sin2p | v?sin? @

S( /

+ H
2g 29 )
—— N———
Xg>0 Ys>0
vsin ¢

Die Steigzeit betrigt: Ty =

. . . v?sin? . . v,
a) Die maximale Hohe ist H.x = YR + H und die Steigzeit T = —sin g
g g

Im Scheitel ist die Vertikalgeschwindigkeit v, = 0 und somit ist die Zeit, die die Kugel
bis zum Boden bendétigt gerade die des freien Falls aus der Héhe Hyyay
Die Fallzeit ist somit:

2Hmax U Sm TR + H) 2gH
= g\/ U
2gH . :

Wir fiithren die Abkiirzung a =

v?
taug = T's +Tr = Esing0+ —\/a +sin? p = g(sin<,0+ \/ o + sin? @)
g g g
Somit ergibt sich die Wurfweite zu:

2
W = 2(taug) = vCOS @ - tayg = Y cos o(sin @ 4+ \/a + sin? @)
g
v?
W = — cos p(sin ¢ + 1/ a + sin’ p)
g
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b) Ersetze ¢ durch x
Die maximale Wurfweite ist das Maximum der Funktion

Wi(x) = Y cos z(sinz + Vo + sin’ z)
g

Also bestimmen wir die erste Ableitung der Funktion W (z) nach x und setzen die-

se Null:

dw  v? ( i 2(sinz + ey ( N sin x cos )>
—— = — | —sinz(sinx a + sin” ) + cos £(cos T + ————
dx g Va +sin’z

Zur besseren Ubersicht substituieren wir die Wurzel: y = Vo + sin?z

dW  v? ) .
= — | —sinaz(sinx + p) + cos x(cosx +

sin x cos :E)
dx g

Weiteres Erweitern und ausmultiplizieren liefert:

dW  v? (—sin®xp — sinzp® + cos® xp + sinz cos® x
dx g

m
dW  v? (sinap® + (sin’z — cos? z)p — sinz cos? x
de g u

Faktorisieren des Zahlers:

sinzp® + (sin? 2 — cos? ¥)p — sinz cos®> x = 0

—(sin? z — cos® z) £ /(sin? z — cos? z)2 + 4 sin® z cos? x

2= 2sinx
—(sin?z — cos? x) £ v/sin* z — 2sin® x cos? z + cos' x + 4sin® z cos? x
H1,2 = :
2sinw
—(sin® z — cos® ) & V/sin® x 4 2sin® x cos? z + cost z
H1,2 = ;
2sinw
—(sin?x — cos? x) £ \/(sin’ ¥ + cos? z)2
H1,2 = -
2sinx
_ cos® x
pr=—sinz  py = —
sin

Die Faktorisierung ist also:
cos’

)

sinzp? + (sin® 2 — cos® z)p — sinx cos? = (p + sin x)(sin 2 — cos® )

sinzp? + (sin® x — cos® z)p — sinx cos? x = sin x(p + sinx) (p — o
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Die Ableitung Null gesetzt liefert somit:
v? (p+sin)(sinap — cos® x)

9 H

Dies liefert mit dem Satz vom Nullprodukt folgende trigonometrische Gleichungen:

=0« (p+sinz)(sinzp — cos®> ) =0

1. Faktor gleich Null:
p+sing =0 Va+sin’z = —sinz

a +sin? = sin? 2 = o = 0, das macht keinen Sinn.

2. Faktor gleich Null:
sinzp — cos?x = 0 & sinzvVa + sin? z = cos? x mit cos? z = 1 — sin’ z folgt:

sinzvVa+sin®z=1-— sin?
sin 7(a +sin’z) = 1 — 2sin®z + sin* x
sin?za=1—2sin’x

1
24+«

= sinx =

Oder anders ausgedriickt:

1
= cosz =V1—sin’z = to

2+«

Samtliche Riicksubstitutionen durchgefiihrt ergeben somit fiir den Winkel ¢p,.x, bei
dem die Wurfweite maximal ist:

) 1
Sin gOmaX e 24_729—}[

Setzt man H = 0, d.h. Abwurfhohe ist gleich der Landehohe, so folgt:

1
Sin Yax = \/; = Pmax = 45°

Lat man H — oo gehen, d.h. sehr grofle Abwurfhche, so folgt:

v2

SIN Yax = 0 = Ymax = 0°

Das bedeutet allgemein:

Schiet man vom Boden, so ist der optimale Winkel 45° und je héher man abschief}t,
umso kleiner der Abschuflwinkel, bis er im Grenzfall sehr grofler Abwurfthéhen gegen
Null geht (waagrechter Wurf erzielt grofite Weite).
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Die maximale Wurfweite erhilt man wie folgt:

qﬂ\/1+a \/ 1 1
w max WmX:_
(Pmax) = Wina g V2+a 2 ra V¥ 21,
B \/1+a \/ +\/a(2+a)+1
Winax = 2+« 2+« 2+«
2 (T
Winax = 2+« 2+« 2+«
max: <

2

v 1+a\/ \/1+a 1+a
g 2+« 2+a 24+« 2+«
v? vVl +a
Whax = — (\/1+Oé+( )\/1—|—Oz>:— (1—|—(1—|—Oé))
g2+a g 24+«
2
v

Wmax: V1+a
g

Alles riicksubstituiert:

2 20H
Wmax:U_ 1+ g
g

2

12
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Losung zu Aufgabe 2:

a) Die Fallzeit fiir den Ball von Sy bis A; auf der 1. Stufe: h = %gt%
tr =1 %
Die Fallzeit fiir den Ball von S; bis Ay auf der 2. Stufe: 2h = %gt%

t2:\/§\/%

Die Fallzeit fiir den Ball von S,,_; bis A,, auf der n-ten Stufe: nh = %gti
— 2h
th = /1y/ .

Die gleichférmige Geschwindigkeit vy wirkt dauernd in horizontaler Richtung x
Fiir die Auftreffpunkte A,, gilt:

ra,1 =t

TA2= 2t1v0 + tQUO

TAn = 2t1?}0 + 2t2?}0 + 2t3?}0 + -4 2tn,1vo —+ tn'UU

Tan =0y % RVIHVIHVE+ ot Vi T)

n—1
xA,n:vo,/% [22\/E+\/ﬁ] Yan = —nh
k=1

b) Fiir die Scheitelpunkte S,, gilt:
Ts,1 = 26109
Ts,2 = 2t1?}0 —+ 2t2U0

Ts,n = 2100 + 20500 + 2300 + - + 2tpvg = 2004 /2 [VI+V2+ VB + -+ /1]

n
l‘S,n:2U0 % Z\/E yS,nZO

c¢) Die maximale Geschwindigkeit erhilt man, wenn der erste Auftreffpunkt am Ende der
1. Stufe liegt.
Umax fUr T4,1 =0

TA1= Umax\/% =b= Umax = b\/%
Die minimale Geschwindigkeit erhélt man, wenn der zweite Auftreffpunkt am Ende der

1. Stufe liegt.

_1 _b /3
Umin = gvmax— 3 2h
b /T 9
3V ar < Vo < by/5;

d) Damit der Ball pro Stufe jeweils nur einmal aufschligt (und dies moglichst hiufig pas-
siert), also Start des Balls mit vmin, muB gelten: x4, < nb mit vy = Vpmin

Vo V22 H2V2 423+ 2T+ Vn)<nb |-}
(1) 2422423+ +2¢yn—1+/n<3n
Fiir n = 5 ist die Ungleichung (1) gerade noch erfiillt:

2+2V2+2vV3+2V4+V5<15

14,53

Fiir n = 6 gilt die Ungleichung (1) nicht mehr.
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Losung zu Aufgabe 3:

a) Bei der Hintereinanderschaltung von Federn erfolgt bei der gleichen Kraft F' eine grofiere
Auslenkung. Die Federkonstanten der neuen Teilfedern bezeichnen wir mit Cf und Cj
F' = const.
Cily =F
Cisi = Cialy = F = Cf = 10,
Analog folgt hieraus: Cj = %02
Fiir die neue Gesamtruhelinge s gilt:
(1) lla + l2b =S
Fiir die neue Federkonstante C' gilt:
1,1 11,01y 1
ci oy T e T o Cs c
ohne Briiche folgt:
(2) CCha+ CCLb = CC5
Werte eingesetzt in Gleichung (1):
2a+ 1,56 =2
= 4a+3b=14
Werte eingesetzt in Gleichung (2):
540a + 2700 = 450
= 6a+3b=>5
Subtraktion der Gleichungen liefert a = %
Einsetzen von a in (1) liefert b = 2
Hieraus ergeben sich die neuen Teilruheldngen der Federn zu:
si—=aliy =1lmund s, = bly = 1m

b) Die neuen Teilfederkonstanten sind somit:
Cr=1C =302 Cy=1C, =452
x7 ist die zusétzliche Dehnung der Feder 1 aus ihrer neuen Ruheléinge s; = 1m
x5 ist die zusdtzliche Dehnung der Feder 2 aus ihrer neuen Ruheldnge s = 1m
Die zusédtzliche Gesamtdehnung der Ersatzfeder ist 2% = 556 — 51 — 5o = 1m
r* =a] + x5
(1) ry+a5 =1
Es gilt fiir die De}}nung*en der Federn mit F' = const.:
Ciay = Cyoy = 2 = 2 = af = 3}
) 2=
Die Gleichungen (1) und (2) ergeben:
7 =0,6mund z5 =0,4m

>
Ta

Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der Summe der Teilenergien der Federn:
Eges - El + EZ

Eges = :C2™* = £18 -1 =9 J

Ey = 1Crap?

E; = %C’;‘x’f

Dies eingesetzt in E) liefert:

E,=54]

Ey = FEgs — By = 3,6
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Losung zu Aufgabe 4:
Die Rolle an M wirkt als lose Rolle. Dies hat zur Folge, dal die Vertikalbeschleunigung
(Vertikalgeschwindigkeit) von m doppelt so grof} ist wie die Horizontalbeschleunigung (Ho-
rizontalgeschwindigkeit) von M.

Wir bezeichnen die Horizontalbeschleunigung von M mit a;; und die Horizontalgeschwin-
digkeit von M mit vy,
Wir bezeichnen die Vertiktalbeschleunigung von m mit a,,, vers und die Vertikalgeschwindig-
keit von m mit vy, vert

Somit gilt also:
Qm,vert = 2C’JM
Um, vert = 2'UM

Fiir die kleine Masse m gilt:

Upm

2UM

Mit dem Satz des Pythagoras folgt:
v2 = (vp)? + (2un)? = v2, = 5vd,
Um = vm V5

Der Energieerhaltungssatz liefert:
mgh = L Mv?, + 1m(V5vp)?

= Uy = L\/Qgh

M+ 5m

m
:>mvr:2 =2,/—+/2gh
Vmovert = SOM = A T am VI

Fiir die gleichméfig beschleunigte vertikale Bewegung der Masse m gilt:
h = %am,vertt2

Um, vert = Am, vertt

Die Elimination von a, ver; liefert:
_ 1 _
h = §vm,vertt =vml

h h
>t=—= —

UM\ 3rrem V290

IM+5m [ h
St=4)/ — | —
m \/2g
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Losung zu Aufgabe 5:

Das Nullniveau sei auf Hohe des Bodens.
Es sei ¢ = ¢(t) der Winkel, den der Stab mit dem Boden einschlieit. Die Winkelgeschwin-
digkeit des Stabs um seinen Schwerpunkt ist damit ¢ und die Winkelbeschleunigung des
Stabs ist damit ¢. . )
Fiir den Ort #'s, die Geschwindigkeit s = Zs und die Beschleunigung as = Zs des Stab-
schwerpunktes S gilt:

Tao — =
’ <ys>

L

>:
>:

N[~

M

Ccos
sin @

cos

. { —sin
o e

#(

)

—sinp

cos

)+

cos
sin ¢

)

16

Fiir die Hohe des Stabschwerpunktes S iiber dem NN gilt:

Ys = g sin ¢

Es gilt fiir den Betrag der Schwerpunktsgeschwindigkeit:

vs = [Ts| = 5

Das Massentrigheitsmoment des Stabs beziiglich seines Schwerpunkts ist:
JS = %m[ﬁ

Mit dem Energieerhaltungssatz folgt:
mg% = %mv% + %Jsg')Q + mgys

Alle obigen Werte eingesetzt und zusammengefaf3t liefert:

L _1 - L 6
(1) mgy =§gml*Q* +mggsing |- T

Diese Gleichung nach ¢? aufgeldst ergibt:
(2) ¢ =3L(1-sing)

Differenzieren der Gleichung (1) nach der Zeit ergibt:
_ 1 . e L .
0 = 3mL?pPp + mggpcos ¢ | -

mL2p

Auflsen dieser Gleichung nach ¢ ergibt:
(3)  @=—gfcosy

Die Ablésebedingung lautet:
as, = 0
L(—gsinp — ¢?cosp) =0

Gleichungen (2) und (3) in diese Bedingungen eingesetzt liefert:

(4) %COSSOSin@—?’%(l_Sin‘P)COSSOZO | 'Sgi)sso

Vereinfachen der Gleichung (4) liefert mit ¢ = ¢y:

sin @y = 2
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Ry

Ry

Kriftegleichgewicht in x- und y-Richtung fordert:

Z_’CE:()’ (1) No— R =0= Ny = Ry
S F,=0 (2)  —G+Ry+N, =0

Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt S fordert:

2]\25:6 (3) NiZcosp— RiZsing — NoZsing — RyZcosp=0 |-

Fiir die Reibungskrifte gilt:

Ry = pNy

Ry = 1Ny

mit (1) folgt:

Ry = pR, = M2N1

Und es gilt nach (1):
Ny = Ry = puNy

Diese Bedingungen in (3) eingesetzt liefert:

Nycosp — pNysing — uNysing — p?Nicosp =0 | -

cos

N; — ptan 9N, — ptan o Ny — pu?N; =0
Ni(1—2ptanp — p?) =0

Mit ¢ = ¢, folgt fiir den Winkel:

1— p?

21

tan p; =

2
L

17
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Losung zu Aufgabe 6:

Es gilt:
AB =a
Ty =Tcosyp
T, =Tsing

Kriftegleichgewicht in x- und y-Richtung fordert:

S F,=0 (1) — R, +Tcosp=0
S E,=0 2) R,~G—-K+Tsinpg=0

Momentengleichgewicht um den Drehpunkt A fordert:

S My =0 (3) — 4G —aK+aTsinp=0 |1

Aus (3) folgt:

G
T 5+ K
sin ¢

Aus (1) und (2) folgt:

R, =Tcosyp

Hieraus ergibt sich die Reaktionskraft R mit:

R=\/R;+ R} = \/T20052g0+ 1G?
Und fiir den Winkel der Reaktionskraft mit der Balkenachse:

G
2T cos ¢

tanoa =

18
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Losung zu Aufgabe 7:

a) In Ruhe - also bei festgehaltenem Keil - zeigt die Waage die Gewichtskraft des Korpers
an:
G =mg

Wird das System losgelassen, so erfihrt es durch die Hangabtriebskraft eine Beschleu-
nigung hangabwirts. Diese Beschleunigung ist:
a = gsin g

Bei der Abwirtsbewegung wird der Korper wegen seiner Trégheit leichter - genau um
den Betrag seiner Triagheitskraft in vertikaler Richtung. Die Tragheitskraft in vertikaler
Richtung betrigt:

Fryvzg = Mayery Mit Gyery = asing = g sin? ¢

Hieraus folgt:

G* = G — Py = mg — mgsin® ¢ = mgcos® o = G cos® ¢

o

G
b) Mit Reibung ergibt sich eine Beschleunigung hangabwirts zu:

a, = g(sinp — pcos p)

=cos?p=3=cosp=1V3=p=30°

Die Vertikalkomponente dieser Beschleunigung ist:
Gy, vert = Qy SIN @ = g(sin @ — f1cos ) sin p = g(sin® ¢ — Zpsin 2¢p)

Es gilt fiir die Kraft, die die Waage nun anzeigt mit ¢ = 30° und p = 2—\1/§:

Gy =G — may, vers = mg(1 — sin® ¢ + $psin 2¢) = mg(cos® ¢ + 3 sin 2¢p)

Setzt man nun noch alle Werte ein, ergibt sich:

G = 80N(cos? 30° + ;7= sin60°) = 8ON(F + ;75°) = 70N

(:)IO © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



© j. gilg 04 ETWAS ANDERE MECHANIKAUFGABEN 20

Losung zu Aufgabe 8:

a) Die beschleunigende Kraft ist:
F=Fg —Fy, — Fr, =Fg, — Fy, — nFy, = m1g — magsin g — umsgcos ¢
F = (my — ma(sin g — pcosp))g

Die beschleunigte Masse ist:
m = mq + moy

So gilt nach Newton fiir die Beschleunigung:
my — ma(sin p — picos @)
= g
my + Mo

b) Fiir die gleichméBig beschleunigte Bewegung von A nach B mit der Beschleunigung a

gelten folgende Bewegungsgleichungen:

T = %at2

v=at

So folgt fiir die Zeit ¢, bei der der Kérper K; den Boden erreicht:
2h

tlz I
a

Die Geschwindigkeit v; erhdlt man:
V1 = at1 = \/ﬂ

c) Der Korper K gleitet von B mit der Anfangsgeschwindigkeit vy bergauf bis er im Punkt
C zur Ruhe kommt, mit BC' = z, dabei wird er um Ah = zsin ¢ angehoben und
verbraucht die Reibungsenergie Wy = Fg,x
Nach dem Energieerhaltungssatz folgt:
Imav} = pmaga cos o + maga sin g

vt
=5 (1)
2¢(sin ¢ + pcos p)

Beim Herabgleiten von Punkt C' iiberwindet er abermals die Héhe Ah = zsin ¢ und
verbraucht wiederum die Reibungsenergie Wr = Fg,x und kommt im Punkt B mit der
Geschwindigkeit vg an.

Nach dem Energieerhaltungssatz folgt:

Magx Sin p = $Mav} + WMaga COs ¢

=X

= vp = \/22g(sin ¢ — prcos ¢) (2)

Das Geschwindigkeitsverhéltnis erhélt man, indem man (1) in (2) einsetzt und mit
cos ¢ kiirzt:
vy [tanp 4 p
v Vtanp —p
d) Es handelt sich hierbei um einen véllig inelastischen Stof:

Nach dem Impulserhaltungssatz folgt:
my up +mg us = (My + M2)Vgem
~— ~—

=0 =vB
mg
= Ugem = ————UB
mi + Mo
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Losung zu Aufgabe 9:
Die Dichte héngt nur von der z-Koordinate ab und nimmt von (0/pp) linear zu auf den Wert

(L/5p0)-
Die Dichtefunktion ist eine lineare Funktion mit der Gleichung:
4po

pla) = =2+ po

Die Gesamtmasse m ist folgendermafien definiert:
m= [ p(z,y, z)dV
v

Die Schwerpunktskoordinaten sind folgendermaflen definiert:
v v v

) y — ) Z —
(o, y,2)dV "7 " [pla,y, 2)dV """ [pla, y, 2)dV
1% 1% 1%

Tsg =

Auf dieses Problem angewandt:

A =const. = dV = Adzx

4p
p(l‘a Y, Z) = p(l‘) = TO»T"‘PO
Es folgt fiir die Gesamtmasse:
R T Apo 2p0 o 1"
m= [plz,y, 2)dV = [ plx)Adz =A [ (T:E+p0)d$ =A 7T+ pow = 3ApoL
i =0 =0 dx=0

Es gilt des weiteren:
dpo 5 po o]0 11,
[xp(z, y, z)dV = 357 + 5% = —ApyL
v |

R ToApy
[ azp(x) Ade = A [ (TSL’ +pox) de = A

x

Es folgt fiir die Schwerpunktskoordinate in z-Richtung:

x-plx,y, 2)dV

o,y 2) WA 11
[ p(z, y, 2)dV 3ApyL 18
J

Ts =
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Losung zu Aufgabe 10:

(Y Fiir das Massentrigheitsmoment gilt:
* J=[pz,y, z)r*dV
1%

r ist der Abstand von der Dreh-
achse zum Volumenelement dV

Auf dieses Problem angewendet

P y=V3(a—x) und mit folgenden Voraussetzungen:
2
r2 |Y p = const.
> r? =24y’
z? 4 a 2z = const. = dV = zdA = zdydx

Es folgt fiir das Massentriagheitsmoment:

J=[plx,y, 2)r?dV = [ p(a® + y*) zdA = zp [ (2 + y?) dydx
v A A
Die Fléache des gleichseitigen Dreiecks wird begrenzt durch:

y:Oundy:ﬁximBereichszbisx:%
y=0und y = v3(a — x) im Bereich x = £ bis z = a

%fﬁr a V3(a—z)
J=zp [ [ (@*+y*)dyde+zp [ f (22 + y?) dydx
z=0 y=0 zf% Y=

J=2zp ’] VR

[my+3y] dx+zpf [2%y + 1y

(\/_x +v/32%) d$+zp f (V3z%(a — z) + V3(a — 2)®) dx

<
I
[N

BN

8
” —wle QHMIR

8

J:2\/§zpf dx+\/§zpf (ax? — 2* + (a — )*) dx

=5

J=2V32p Hxﬂf +V3zp [3az® — iz — t(a—2)']"_
T =2V32p(5 (%5 — 0) + VB2p(5a(a® — &) — (o' = 5) — 10— %))
= 5V3a'zp

2

Es gilt: p = % mit V' = zazx/g

4m
za2v/3

Dies eingesetzt ergibt:

= p=

_ 5,2
J—12ma
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Losung zu Aufgabe 11:
Fiir das Massentriagheitsmoment beziiglich der z-Achse mit konstanter Dichte p gilt:
J=[plx,y, z) - (2* +y?) dzdydz = [ p- (2 + y*) dzdydz = p [(2* + y*) dzdydz
v v v

Die Integrationsbereiche sind:

— /RZ—SL’Z—yZSZS /RZ—ﬁ—yZ
—1/R2—x2§y§‘/R2—x2

—R<z<R
Hieraus folgt aus Symmetriegriinden fiir das Massentrigheitsmoment:
R N R2 g2 2 R VEE 2/ R2-a?y?
J=p [ Ik Ik (?4+y?) dzdydz =8p [ [ [ (2*+y?) dzdydzx
:r:fRy:_\/RQ_:ﬂ Z:*\/RQ*Z’?*yQ z=0 y=0 z=0

Folgende Integrale sind aus Biichern bekannt:

[Va® — 2?dv = 2v/a? — 2 + Sa? arcsin £
[a?Va? —x2de = —tx\/(a? — 22)3 + fa’zv/a? — 2% + ga* arcsin 2

Hieraus folgt fiir J:

R VR2—22
J=8p [ [ (2*V/R?—u2%—y*+y*\/R?>—2?—y?) dydx
=0 y=0
R VT VT
J=38p / (22\/R? — 22 — 32) dydz + 8p / (y*/R? — 22 — y2) dydx
z=0 y=0 z=0 y=0
) =7
R VR2—22
Ji=8p [ (x2\/R? — 22 — y?) dydx
=0 y=0
e VRi=at Pl ope o2 - VRI—a?
Ji =8p I [555 yy/R2 — 22 — yQ] - dx + 8p Io [5:5 (R* — z*) arcsin \/ﬁ o dx
R R
Ji=8p [ (32°(R? —2?)E)dx =2mp [ (R?2® —2")du
=0 =0
Jy =2mp [%R%?’ — %x‘r’}f:o = %WRE’p
R VR2-—22
=8 [ [ (y*VR>—2®—y?) dydx
=0 =0
. V= V=
J,=8p [ [—iy\/(R2 — 22 — y2)3] dz+8p f [% —2?)y/R2 — 22 —y ] dx
=0 y=0 z= y=0
R JRE=?
+8p [ [%(R2 — x?)% arcsin %] dx
=0 T ly=0

R R
Jy=8p [ (3(R*—2?)?2)de =Zp [ (R'—2R*2* +a*) dx
=0

_ 4 2p2.3 , 1,518 _ 4 5
Jy=Zp[R's — 2R 4+ La°] = £wR%p

s smund J = J; + J, folgt:

Mit p= T = "=

_4_p5 4 _p5,_ 8 _p5 _ 8 p5_3 _ 2. P2
J=gmRp+ z7Rp = £mRp = n R mm = tmR

m © 2004 Jiirgen Gilg - Alle Rechte vorbehalten - Nur zur privaten Nutzung - Offentliche und kommerzielle Verwendung und Verbreitung sowie Vervielfaltigung nur nach Riicksprache mit dem Autor



© j. gilg 04 ETWAS ANDERE MECHANIKAUFGABEN 24

Losung zu Aufgabe 12:
Fiir das Massentriagheitsmoment beziiglich der z-Achse mit konstanter Dichte p gilt:
J=[plx,y, z) - (2* +y?) dzdydz = [ p- (2 + y*) dzdydz = p [(2* + y*) dzdydz
v v v

Einfiihrung von Kugelkoordinaten:

x =rsindcos p

y =rsindsingp

2z =rcost

dV = r?sin ) dddedr

2% +y? = r?sin® ¥ cos? ¢ + r?sin? ¥ sin? ¢ = r?sin? ¥ (cos® p + sin® ) = r?sin® ¥

. 7
'
=1

Die neuen Grenzen der Variablen sind:
0<9<r

0<¢<2r

0<r<R

Ersetzt man dies im obigen Integral und mit den neuen Grenzen, folgt:
R 27 R 27 w

J=p [ [ [ (?sin®9)r?sinddddedr =p [ [ [ (r*sin® ) dddepdr

r=0 ¢=0 9=0 r=0 ¢p=09=0

Folgendes Integral ist aus Biichern bekannt:
[sin® 9 dY = 1 cos® I — cos )

Der Integrand ist entkoppelt in den Variablen, deshalb folgt:

R 2r w R 2 T
J=p [ [ [ (r*sin®9)dddpdr =p [ (r')dr- [ dp- [ (sin®9)dV
r=0 ¢=0 9=0 r=0 p=0 9=0
T =[5 [elilo - [ cos® 0 — cos ],

J=piR°-2m-(—5+1—(5-1))

J=L27R5

15

Mit p=J = ﬁm folgt:

_ 8 _ps,_ 8. _p5 3 . _ 2 P2
J = gmlp = grR mm = gmR
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Losung zu Aufgabe 13:
Legt man den Mittelpunkt der Kugel in den Ursprung und betrachtet die obere Hélfte der
Kugel, dann ist aus Symmetriegriinden x5 = yg = 0.

Die Gesamtmasse der Halbkugel ist m und somit gilt:

_ _3
P= aepplt

Fiir die z-Koordinate des Schwerpunkts gilt:
[z-plx,y, 2)dV  p[zdV
zg = v = v —
5 m m 2R3
v

zdV

Einfiihrung von Kugelkoordinaten:
x =rsindcos g

y=rsindsingp

z =rcost

dV = r?sin dddpdr

Die neuen Grenzen der Variablen sind:
0<9<T

0<¢<2r

0<r<R

Ersetzt man dies im obigen Integral und mit den neuen Grenzen, folgt:

R 27 5 R 21 3%
zs =523 [ [ [ (rcosd)r?sinddddpdr = 2= [ [ [ (r* cosdsind)) didpdr
r=0 =0 9¥=0 r=0 =0 9=0

Folgendes Integral ist aus Biichern bekannt:
[ cos¥sind dY = 1 sin® ¥

Der Integrand ist entkoppelt in den Variablen, deshalb folgt:

R 2r 5 R 2 bl
zs=52m [ [ [ (rPcos¥sin®) dddpdr = 2 [ (r¥)dr- [ de- [ (cosdsind)dy
r=0 p=09=0 r=0 =0 9=0
R 2m . z
<5 = 27r3R3 [i?"ﬂ r=0 ) [(‘O]WZO ) [% SIIIQ 19] 192:0
25 = gl 275

ZS:%R
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Losung zu Aufgabe 14:
Fiir das Massentriagheitsmoment beziiglich der z-Achse mit konstanter Dichte p gilt:

J=[plx,y, z) - (2* +y?) dzdydz = [ p- (2 + y*) dzdydz = p [(2* + y*) dzdydz
v v v

Einfiihrung von Zylinderkoordinaten:

T =Tcosp
y=rsinyp
2=z

dV =rdrdedz

2?2 + 4% = r?(cos? p + sin? ) = r?

Mit den Grenzen des Kreiskegels von:
R

0<r< 42

0<p<2r

0<z<H

Ersetzt man dies im obigen Integral und mit den neuen Grenzen, folgt:

H 27 Hz H 27 gz
J=p [ [ f Nrdrdedz=p [ [ [ (r®)drdedz
2=0¢=0r= 2=0 ¢=0r=0
H 27 2 s H 27
T=p [ [ [3)7 dpdz = H5p [ [ (") dpdz
2=0 ¢=0 2=0 =0
Der Integrand ist nun entkoppelt in den Variablen, deshalb folgt:
H
J=itan [ (2 f dp
z=0 =0
4 H T
J = iqp [ézg)]z:o ' [90]2:0
J = if}—ip- %HE’ 2T
J = 1—107TR4Hp

Das Volumen eines senkrechten Kreiskegels ist:
V =3nR*H

Und somit folgt fiir die Dichte p mit der Masse m:

_ 3
P = srzg™m

J = %WR‘al = 1—107TR4

3
R2H

J = 3mR?

10
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Losung zu Aufgabe 15:
Man beniitzt Kugelkoordinaten:
x =rsindcos g
y = rsindsinp
z =rcosv
dV = r?sind dddpdr

Der Abstand zum Mittelpunkt ist:

Vit yr+ 2 =r

Somit gilt fiir die lineare Dichtezunahme:
plr) = gr

Fiir die Masse der Kugel gilt:
M = [p(z,y, 2)dV = [ p(r) r*sind dddedr = [ 2rr?sind dddedr = £ [ 3 sin 0 ddedr
v v v v

Die neuen Grenzen der Variablen sind:
0<9<r

0<p<2r

0<r<R

Damit folgt fiir die Masse:
R 27 m
M=% [ [ [ (r*sing)dddedr

r=0 ¢=0 9=0
Der Integrand ist nun entkoppelt in den Variablen, deshalb folgt:
R 2 = R 2w s
=& [ [ [ (rPsin9)dddpdr =2 [ (P)dr- [ dp- [ (sind)dv
r=0 =0 9=0 r=0 p=0 9=0
R - -
M =8 [, - [elilo - = cos vl
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Losung zu Aufgabe 16:

Yy
3
Nw g g7
Ry G[
x
y RB
Ng

Kriftegleichgewicht in x- und y-Richtung fordert:

2
> F,

Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt S fordert:

l

8
I
=11

(1) Nw — Rg=0= Nw = Rp

0 (2) —G+Rw+Np=0

ZMSZG (3) NB%T—RBT—RI/V%T:O | %
Fiir die Reibungskrifte gilt:

Rp = uNg
Rw = uNw = i Ng

Dies eingesetzt in (3):
3NB - SMNB - 5H2NB =0
— Np(bp?+8u—3)=0

Dies kann nur erfiillt sein, wenn gilt:
5 +8u—3=0

__ —8464460
Hi,2 = 10
ny = 0, 31 Mo < 0

28
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FBy
x
Fp A

Momentenglelchgewmht um den Beriihrpunktpunkt A am Boden fordert:
ZMA—O GST—FWET—FV[/T—O |%
Fiir die Wandkrifte gilt:

Fw, = pnly, Fw, = Fy cosy

tancp FW’J =U Fw, = Fysing

Dies in oblge Gleichung eingesetzt liefert:
3G — Fywcosp — Fysing =0 | -

cos p
3GCOW = Fw (1 + tan o) mit cos ¢ = \/ﬁ und tan ¢ = p folgt:
2G\/1+ tan? ¢ = Fiy (1 + tan )

_ 3G

Fir p = 0,31 folgt: ¢ =17,2° und Fy = 0,299G

Momentenglemhgewmht um den Beriihrpunktpunkt B an der Wand fordert:

ZMB—O GT"—FBET—FB’I“—O |%

Fiir die Wandkrifte gilt:

FBEZMFBy FBEZFBSiHCY:FBSiII(,O

tana:%:uéazw Fp, = Fgcosa = Fpcos g
By

Dies in obige Gleichung eingesetzt liefert:

3G + Fysing — Fgcosp =0 | -m;p

5GCOW = Fp(1 — tan ¢)

2G4/1 4+ tan? ¢ = Fp(1 — tan )

_ _5G
FB_W 1+,LL2

Fiir p = 0,31 folgt: a« = p = 17,2° und Fg = 0,954 G

Da a = ¢, sind Fg und Fy orthogonal:

Fpes = VFZ + F2 = G1/0,2992 + 0,9542 = ¢

Fiir diesen statischen Zustand iiben Wand und Boden gemeinsam gerade die Gewichtskraft
auf die Halbkugel aus.
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Losung zu Aufgabe 17:
Das Massentrigheitsmoment einer Scheibe mit einer Drehachse senkrecht zum Mittelpunkt
ist:
Jg = %M R?

Die Relativgeschwindigkeit des Kindes beziiglich der Scheibe ist:
Urel = Um — UM

U, ist die Geschwindigkeit des Kindes zur ruhenden Umgebung
vy ist die Bahngeschwindigkeit am Rand der Scheibe, also vy, = wR

Hieraus folgt fiir die Geschwindigkeit des Kindes zur ruhenden Umgebung
Um = Urel + WIR

Der Drehimpuls vor der Bewegung ist::
L., = 0, da Scheibe und Kind ruhen.

Der Drehimpuls nachher ist:
Lyach = mv,, R+ Jsw

Die Drehimpulserhaltung fordert:
Lyor = Lyach

0=mv, R+ Jsw
0 = m(vme + wR) + Jsw

1 1
0 = mu,qR + mwR? + QMRQw | - 7
1
0 = muye + (m + §M)Rw
o m Urel - 1 Urel
m + %M R 1+ %% R
Definieren wir das dimensionslose Massenverhéltnis zwischen Scheibe und Kind zu p = %,
so folgt:
— 1 Ure
w = —@ . Rl

Die in der Scheibe enthaltene Rotationsenergie ist:

2

1 11 1 o

By = =Jsw? ==+ ~MR*. | —
o0 = 57sY T 575 <1+§% R

2
1 1 )
By = 1 (@) Mugg

2
1
Eroy = (m) vael

m

Mit dem Massenverhéltnis p folgt:
2
Er = (55;) M}

24+ rel
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Losung zu Aufgabe 18:
Fiir das Massentrigheitsmoment des Zylinders beziiglich der x-Achse mit konstanter Dichte
p gilt:
J=[p(x,y, 2) - (v’ + 2%) dzdydz = [ p- (y* + 2%) dzdydz = p [ (y* + 2?) dzdydx
v v v

Einfiihrung von Zylinderkoordinaten:
T =Tcosp

y=rsinyp

2=z

dV = rdrdedz

Mit den Grenzen des Zylinders von:
0<r<R

Ersetzt man dies im obigen Integral und mit den neuen Grenzen, folgt:

% 2w % o
J=p [ [ f r’sin® o + 22 rdrdedz=p [ [ f r3sin? o 4+ 12%) drdpdz
= H p=0r=0 = 12{ =0 r=0
¥ ¥
= f f [gr*sin®  + 17“222} dpdz = p f f R*sin® p + $ R?*2%) dipdz
p=—g ¥
Aus Buchern ist folgendes Integral bekannt:
fsinggodgo = %gp — isin?@
3 1
= f (1R (3 — 1 sin2p) + S R22%¢] " f (LR*r + R?22m) dz

2

H
2 H
= 7rR2p f (R +2°)dz =7R%p [jR?2 + 32°| 2y = nR°p(;R*H + {5 H?)

2

w|’:q

J = ﬁﬂ'R2Hp(3R2 + H?)

Das Volumen eines Zylinders ist:

V =nR’H

Und somit folgt fiir die Dichte p mit der Masse m:
1

P=arH"

2 H2
J = 12(3R+ )
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Losung zu Aufgabe 19:
Zuerst berechnet man die Koordinaten des Schwerpunktes der Zigarette samt Asche. Der
Schwerpunkt liegt auf der Symmetrieachse der Zigarette (Zylinder) im Abstand s vom Auf-
lagepunkt im Aschenbecherboden.

Fiir die Masse der Asche gilt:
Az ma = kprrix

Fiir die Masse des Tabaks gilt:
mr = prr?(L — )

Die Gesamtmasse der Zigarette ist:
M =my+mgp = prr?((k — 1)z + L)

Fiir den Gesamtschwerpunkt gilt:
~masz+mry(@+ L) maz+mp+ L) kprr?zz + prr?(L — z)(z + L)
°= M - oM - 2pmr2((k — )z + L)
_(k=1)2*+ L2
T (k- Dz + L)
Der Schwerpunkt muf§ lotrecht {iber dem Drehpunkt liegen, also lautet die Kippbedingung:
s=L—a+ Azr mit Ax =rtana

(k—1)x? + L?

2((k— 1)z + L)

(k—D2*+L*=2((k— Dz +L)(L —a+rtana) | g
L? —2(L—a+rtana)L

2> —2(L — a+rtana)z + - =0

=L—-a+rtana

Einsetzen der gegebenen Werte liefert die quadratische Gleichung:
2? —8,54x +15,4=0

8,54+3,36
T1,2 = 5

r1 = 2,59 cm
(xe = 5,95 cm)

xo entfillt, da die Aschenldnge kleiner sein sollte als x < L — a + rtana = 4,27 cm

Die Zeit erhilt man iiber das Weg-Zeit-Gesetz der gleichférmigen Bewegung:
x x

U=—-=1t=—
t U

xr
tipp = ;1 = 5,18 min
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Losung zu Aufgabe 20:

a) Fiir ein physikalisches Pendel mit kleinen Auslenkungen gilt:

T =2r £
\/ mgx

Mit dem Satz von Steiner erfolgt fiir das Massentragheitsmoment beziiglich der Achse
durch A:
Ja = Js+ma? = m(ga® + 2?)

Somit folgt fiir die Schwingungsdauer:
1.2 2 1,2 2 2
m(za® +2x a’+x 2r
(6 ) — 27T 6 — _7T (1/_ +x
mgx gz VgV 6x

2
Fiihren wir den Radikand der Wurzel als R(z) = g— + x ein, so konnen wir folgende
T

T(x)=2m

mathematische Aussage machen:
Die Wurzel einer Funktion wird minimal, wenn der Radikand minimal wird.
Somit wird 7'(x) minimal, wenn R(X) minimal wird.

Berechnung des Minimums von R(X):
2

R(m):g—x+$ fir z >0

2

a
R(z)=—-——+1
(z) 622 +
2
R"(z) = % >0 fir alle z > 0 (hinreichende Bedingung fiir Minimum erfiillt)
T

Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist R'(z) = 0:
2
a
——+1=0
62 N
, a? N a ( a
Tr=—==n=— Ty = ——=
5 =6 2 NG

b) Die minimale Schwingungsdauer ist:

[La? + 22 La2 4 1g2 1 6 2
Tin = T(-'L.l) =27 UL 2m % =27/ =a?- £ =27 —Cl
9T 975 3 ga gV6

c) Alle weiteren Achsen, bei denen die Schwingungsdauer minimal ist, liegen auf einem Kreis
a

)

um S mit dem Radius r =z = —

V6

)
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Losung zu Aufgabe 21:
Die Achsen sowie die Scheibe sind Zylinder. Die beschleunigte Bewegung des Gesamtkorpers
148t sich zerlegen in eine Translation des Gesamtschwerpunkts mit der Schwerpunkts-
geschwindigkeit vg und eine Rotation um die Symmetrieachse der Zylinder mit der
Winkelgeschwindigkeit w.

Die Abrollbedingung fordert:
vg = wry oder w = ;’—2

Die Masse und das Trigheitsmoment der Scheibe beziiglich der Symmetrieachse ist:
my = prrid
Ji = tmur? = Lprrid

Die Masse und das Triagheitsmoment einer Achse beziiglich der Symmetrieachse gleichen
Materials ist:

my = prral

Jy = smor3 = Lpmril

Hieraus folgt fiir die Gesamtmasse und das Gesamttrigheitsmoment beziiglich der Sym-
metrieachse:

m = my + 2my = pr(rid + 2r2l)

J=Jy +2Jy = Smr? + mor? = pr(3rid + ril)

Der Energieerhaltungssatz lautet mit der Gesamtenergie Eyes = mgAh:
mgAh = tmv + 3 Jw?

mgAh = tmuvk + J (%)

3
2mgAh mrj
) 2
Us m 4+ é I mri +J
(r2d + 2r3l)r3 T(3)+2
v§ = 2gAh— SN2 L L4 T = 2908 T
(rid + 2r3l)r5 + 5rid + 3l 1521+ 5(5)7) +3
4(11)2 4 9 m
g = 2gAh — [ \ro - = 0, 68 —
e en s

Im freien Fall, also mit w = 0 und vg,; folgt fiir den Energieerhaltungssatz:
mgAh = %mv?rei

Uf2rei = 29Ah = Ufrei = V 29Ah = Ufrei = 4, 47?

Der Bruchteil der Gesamtenergie, der fiir die Rotation bendtigt wird:

By 3Jw®  mgAh—gmvg mvg vy vg
Egs mgAh mgAh B 2mgAh 29Ah Ulvei
Erot Us \2

Eges (Ufrei) ’
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Losung zu Aufgabe 22:
Die Masse des Eimers samt Inhalt mges(t) &ndert sich linear mit der Zeit, da pro Zeiteinheit
eine konstante Menge Wasser ausfliefit. Es gilt also:
Mges(t) = at + b

Es sind die Koeffizienten a und b zu bestimmen:
Mges(0) = M + my

:>b:M+m0
Mges(T) = M

Die zeitabhéngige Eimergesamtmasse ist also:
Mges(t) = =52 -t + M +my

Die zeitabh#ngige beschleunigende Kraft F () ist die Differenz aus der konstanten (zeitun-
abhéngigen) Zugkraft F' und der zeitabhéngigen Gewichtskraft des Eimers Fi;(t) = myges(t) 9.
Fb(t) =F - Fg(t) =F - mges(t) g

Die Zugkraft F' soll so gewéhlt werden, daf§ die Beschleunigung zu Beginn a(0) = 0 be-
tragt

a(0)=0= F,(0) =0= 0= F — F5(0)

= F = Fg(0) = (M + mo)g

Hiermit folgt fiir die beschleunigende Kraft Fy(¢)
Fy(t) = (M +mq)g — (=5 -t + M +myg)g = 52 - t

Mit Hilfe von Newton folgt fiir die Beschleunigung
Fy(t)  F — mges(t)g F

a(t) = = = -9
Myges () Mges (t) Mges (t)
M+ myg)g 1
T Mo T WMtmo T T
Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung hiingen wie folgt zusammen
dv =a(t)dt
VR T
1
/dvzg/( T 1—1>dt
v=0 Lo N\ MEmo T -
v (M + mO)T mo t T
ro=g|l————— n|——7— - =+1| -1
[U]UZO g |: mo n M + my T + o

—g(- 1 —T)=g¢T (- 1 —1
e g( my nM+m0 I my nM+m0
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Losung zu Aufgabe 23:
Das Anbringen der Masse in der Mitte teilt die Feder mit der Ruhelénge [y und der Feder-
konstanten C' in zwei gleiche, parallel geschaltete Federn mit den Ruhelingen [; = %0 und
somit den Federkonstanten C; = 2C.

Die neue sich ergebende Federkonstante ist somit
C*=20; =4C

Die Kreisfrequenz dieser freien Schwingung ist damit
[C* e
wy = — =/ —
m m
Da die Masse im Umkehrpunkt aus der Ruhe heraus losgelassen wird, lautet ihre Bewe-
gungsgleichung

x(t) = acos(wt)

x(t) beschreibt die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage und nicht den zuriickgelegten
Weg

Sie soll die Zeit ¢; fiir den ersten Zentimeter benotigen, das liefert
l'(t() = 0) — ZU(tl) =1lcm

Diese Werte eingesetzt
z(tp =0)=a
x(t1) = acos(wyty)

x(to = 0) — 2(t1) = a — acos(woty) = a(l — cos(woty))

3cm(1 — cos(wpty)) = lem

2
3

=t = arccos% —1 Earccosg—() 084s
T 2V 377

cos(woty) =
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Losung zu Aufgabe 24:

a) Der Sinussatz liefert
in(45° — in 135°
Sin(45" = ¢) _ sin S mit sin135° = 2
T

= sin(45° — ¢) = g%

Somit folgt

cos(45° — ) = \/1 — sin?(45° — ) =

202 — g2
202

Die Kriftezerlegung an der schiefen Ebene des Kegelmantels liefert
Fy = Gsin4db° = gmg
Fy = Gcos45° = @mg

Ferner gilt
(45° ~ ) = 12
cos — ) =—
T

Fy ~ mgl

=T

~ cos(45° — o) 202 — 12
Weiter gilt

Fy—N
sin(45° — ) =

T

mg(V20? — 2% — 1)
V2212 — 2
b) Es wird die Masse m um die Héhe Ah = [sin45° = gl gehoben. Deshalb gilt fiir die

verrichtete Arbeit
W =mgAh = gmgl

= N = Fy — T'sin(45° — ¢) =
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Losung zu Aufgabe 25:

d
2

A B

Ah S

a) Mit dem Energieerhaltungssatz folgt
mgAh + 1C(d — 1y)? = 1C(2s — ly)?

-2

Es folgt mit Hilfe des Pythagoras

s=1/(Ah)2+ (£)2=1,Tm

Nach C' aufgel6st ergibt sich
2mgAh

C = =162 2
(28 — lg)2 — (d - lg)2 3 m
b) Es gilt
Cos p = %

Der Sinussatz liefert

sing  sin(180° — 2¢p)
Fe F
Fr =2F*cos p mit F* = C(2s — )

mit sin(180° — 2¢) = 25sin ¢ cos ¢ folgt fiir die Federkraft F

= Fp =20(2s — o) 2L

Die Kraft F' auf die Masse m im unteren Umkehrpunkt, ist die Differenz der Federkraft
Fr mit der Gewichtskraft G

F=Fr—G

Die Federkraft

Die Gewichtskraft

G =mg mit g =10 3

Die Gesamtkraft

F=2C(2s—lp)2k —mg =11,96N

Die Riickstellkraft der Feder Fy iiberwiegt der Gewichtskraft GG, dadurch wirkt die
Gesamtkraft F' senkrecht nach oben und beschleunigt die Masse m vom unteren Um-
kehrpunkt wieder nach oben.
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Losung zu Aufgabe 26:
Die Masse Mg der Erde als homogene Kugel mit Radius 2 und der konstanten Dichte p
ME = p%ﬂ'R?’

Der Stein habe die Masse m und es gilt fiir die auf ihn wirkende Kraft
F(R) = {282 = dnpfmhR

Man sieht F(R) ~ R (lineares Kraftgesetz mit C' = smpfm)

Das bedeutet es gibt harmonische Schwingungen mit der Schwingungsdauer T? = 4#2%

Fiir dieses Problem folgt

72 =T

pf
Fiir einen erdnahen Satelliten der Masse mg mufl gelten
Fy; = Fg

Es gilt fiir die erforderliche Zentripetalkraft F;

2 .
FZ:mSletv:¥

Fiir die Grav1tati0nskraft Fe gilt

Fg = fM22s = mgeinpfR

Som1t gilt fiir die Umlaufdauer
mg i T ‘R = m537rpr
o

pf
Somit ist diese Umlaufdauer gleich grof§ wie die Schwingungsdauer.
Ersetzt man die Gravitationskraft durch die Gewichtskraft, so folgt
Fz =Fq

Es gilt fiir die erforderliche Zentripetalkraft F;

2 .
FZ:mSletU:¥

Fz—mSTQR

Fiir die Gewichtskraft Fi; gilt
Fo=mgg

Somit gilt fiir die Umlaufdauer
msi R = msg

R
T? = 4r*=
g
Gewichtskraft gleich Gravitationskraft liefert
msg = msimpf R
g=37pfR

Ersetzt man dies in obiger Formel, so sieht man Gleichheit.
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Losung zu Aufgabe 27:
Bezeichnen wir im folgenden rg den Abstand vom Erdmittelpunkt, bei dem Schwerelosigkeit
herrscht.
Da die Erde und der Mond als Kugeln angenommen werden kénnen wir deren Masse im
jeweiligen Mittelpunkt konzentriert annehmen.

Mondradius: Ry = %
Mondmasse: M;; = %
Fiir den Kérper der Masse m ist Kréftegleichgewicht, wenn sich die Gravitationskréfte von

Erde und Mond kompensieren.

FE — FM
feE = Srg= = d
7 e g 10

Wird der Korper der Masse m von der Erdoberfliche auf die Héhe rg gehoben, dann wirkt
die Mondgravitation F); beschleunigend und die Erdanziehung verzogernd. Die Geschwin-
digkeit des Korpers in der Entfernung rg soll gerade Null sein, dann schafft er es bis auf den

Mond.

Die Arbeit, die hierzu notwendig ist dW = —(Fy — Fg) dr

Fo — Fp = _ - _ — fmM -
MR f(d—r)2 f 72 fm (81((1—7“)2 72 ) fmMg (81(61—7“)2 7“2)

rg

1 1 1 17"
w=tmite [ (=g~ ) = ~imite [+

r=Rpg

1 1 1 1
W=—fmMp|——+ — — ————
fm E <81(d—T5) +’I“S 81(d—RE) RE>

Diese Arbeit wird von der kinetischen Energie 3muj des Korpers an der Erdoberfliche auf-

gebracht
Es gilt nach dem Energieerhaltungssatz: W = %mv%

2W 1 1 1 1 km
jw—vﬁ—Vﬂﬂ@@mT@*a‘ﬁﬁﬁa‘aﬁ—m%?

Nun fillt der Korper auf den Mond mit der Anfangsgeschwindigkeit v = 0

Die Arbeit dW = (Fy — Fig) dr wird frei und in reine kinetische Energie £mv; umgewandelt
d—Ro

w= gty [ (g ) = pm o T
- 81(d —r)% r? re e 81(d—r)  r],_.,
r=rg
1 1 1 1
W = fmM - _ =
fm E(SITM+d—RM 81(d —rg) 7“5)

Es gilt nach dem Energieerhaltungssatz: W = %mv%

[2W 1 1 1 1 km
v m \/ / E<81TM+d—RM 81(d — rg) 1"5) s
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